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PRÉFACE 

X> E L' 4 UT E U R^ . 

',-:■ j .ii. iMiffp» i ' I . ■ •" \ 

J £ me suis proposé de suivre dans cet Qam 
vrage , la même miêthode que d^s m^s Êîèr 
mens de Céométrie : f ai tâché d*^^ dohoiêrî 
les règles de l'AlgèbFc daiiiun dfdjcè g^ù^' 
les Inventeurs eussent pu sijuyre. ï^ull^^ 
té n'y est i)rêseritée soucia forme, de Th^^ 
rêmes. T'ôtrtès , au éohtràîVe., sembïeqit être 
découvertes en is'éxerÇànt sur lès Pro- 
blèmes que le besiofiù ' où' la cùrjosîté ôjit 
fait ehtrep^rendfe <!e résoudre. / 

DesPiiabîètties âtiloÀâiico^^ 
me ceui du il ek qiiesïîon de partager deà? 
sommes entre diflférënteâ personnes, à rai- 
son de leurs misés' ou' de quelques convëti- 
iions feites entr'èllés; des règles d^alKà^ëji; 
eici, sont* les Problêmes ^que je supposer 
avoir occupé les premiers ATgébristes. * 

JPécommêhce par donner la solution d'upf 
des plus simples de ces Problèmes, teïfe 
qu'on la peut trouver , sans avoir aucuncT 
teinture de FAlgèbreJi est aisé de reconnoî- 
tre d&ns cette âohitiou ^^ que si la mémoir# 
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suffit à retenir tous l|s raisonnemens par 
lesquels il faut passer pour y arriver, c'est 
que laiaitedexès raisonnemens n^est pas 
bfén longue; et Ton voit en même-tems^ 




difficulté est réduite à chaque pas qu'on 
fait Rouy la résoudre. Cette nianière, d'é- 
crire les, questions.,., çstr^lgèbre que je? 
I^îs , pour aipsi çîî^é , inventei|aji^JLect.eiiP.i 
Pour aller toujours du plus simplç au plua- 
composé, je.neproposq ii'àbprd que des 
ouestipns ijumériques ., parce, que ces^oat 
celles qui fîxeAt le plus, respj^t.deç Çpm-, 
çjepç9.n$. Après en. a^yp^^ 
quine difiFèrent le§. uniss des autres que par- 
les nombres donnés dans Pénon|C^^ on s'ap-^, 
perçoitaisémentqu'iljatoujours.unepart^e^ 
de. l'opéyàtion qui se, trouve commune dans 
çjtiaqueréçolution, et qu'il seroità jsouhf iter 
de neimre qu'unç seule fois : le^sai^sis cette 
occasion d'expliquer la manièrederéspudrê 
|;éaéraleiUeQUes FroJ^lêiAeSj^ enemplojunt^ 



L\» 
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au lîeti déa nombres danrièjs par Jes condi- 
tions , dçs lettres qui. expriment tout^ 
ôOTtes dti grandeurs : etj'enséigne ensuite 
à tirer des solutioas générales lèfe solutions 
particulières y -au robjnende la.sub|stitutîoii 
des nombres à la place des lettres» >: ^ 
Parmi les diflPê^^ens Problèm^siQÙ j^eran 
ploie de^ lettres au liea de noinbres, îls'en 
trouve d'assez cotripliqués pour ne pouvmr 
pas être résolus sans ièmployer lés, règles 
-d'addition j soustraction y multiplication et 
•division : je mohtre alors comment on doit 
faire ces opéirations; Je n'ai pa^ cru devoir 
les donner plutôt, parce que les eômmfcii- 
^'ans les suivent avec peine et avec dé^oûc, 
lorsqu'on les ieur enseigna dans un teois 
oùils n'ont aucune idée djes.q[i!uiritîtès sur 
lesquelles ils opèrent, 'jfî ^ 
- ' Larmultiplicàtion est detputèsces opd-^ 
rations celle i qui .arrête ordinairement le 
>plus4es Commèaçânsj et dont l'explication 
embarrasse Ifc. plqs les: Maîtres : ce prin- , 
cipe qu'elle xenfénné , que deux quantités ' 
négatives donnent pour. leur produit une 
.quantité powôVçO ,' - est presque toujours 
i'éeueil des \ù!àsi et jdes autres* 

A a 
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f négatives; par ce moyen, j'arrive an résnT-^ 
tat > sans employer d'autres raisonnemens, 
que ceux sur lesquels on ne peut former 
aucun doute ; et je vois ce que doivent être 
ces produits ou quotiens des quantités né- 
gatives que m'avoit donnés la première so- 
JntioB; Il n'est pas difficile ensuite d'en ti- 
lier ces principes si fameux que moins par 
moins donne plus , etc. 

Je délivre ajnsi ces principes d» tout ce 
qu'ils ont de choquant , et le Lecteur par- 
.vient en mêraé-tems à connoître la nature 
.des solutions négatives dès Problêmes ; il 
apprend cette vérité si utile , que lorsque 
dans une solution on arrive à trouver l'in- 
connue négative , elle doit être prise daiis 
un sens opposé à celui suivant lequel on 
l'avoit empl6yée^, en exprimant les con- 
. ditions du Problème. 

La première partie de cet Ouvrage traite 
uniquement des équations du premier de- 
.' gré , soit à une , soit à plusieursinconnûe», 
et de toutes lés opérations qud demaiideM 
' ces équations, taïat pour arrivera leur ré- 
solution , que pour la rendre aussi simple 
qu elle puisse être. Tcli#«Bt, par exemple. 
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Ja règle. qu^il faut suivre pou* troûVêr lé 
plus grand commun diviseur, laqùelk naît 
de Ta nécessité de réduire une fraùtiéti à^ift 
plus simple expression. Cette règle est ex- 
pliquée d'une, manière nouvelle^ et j'y ai 
ajouté îplusieurs réflexions qui la rendent 
appliqùable à des cas où la manière ôrdi- ' 
naire de la traiter , pourroît rebuter , pour 
la longueur des calculs, et nepas tonjôurà 
donner la quantité qu'on cherché. 

Dans la seconde partie, je parle des équâ^ 
dons du second degré ; un Probleipe où il 
s'agit d'întérets^d'intérêts m^amène à un* 
de ces équations; je l'a^ choisie dç itiairièî'â 
à donnerpour ses deiix solution^ deux nom-* 
. bres positifs , afin de mieux faire voir cori^ 
roent deux nombresr diiftrens résolvent }& 
même Problème. J^en ai usé ainsi ^ dans ia 
crainte que les Ck)mmeriça2ia, qui ne j^g^r^^ 
d^ent pas vdcmtiersiles. Baeinea négativesy 
comme de^éritablesisôliitiôns^ ne: crussent 
que kProblêmen^avoitcrécllemenJ qu'une 
fcolution-J.jp :. ..mîm; ■■ ■.:i-:" ^lO-r^ '.''■>' 
. Gependantv iafin de les abcoùtumpr aua 
raçinfiaoégalivea^ je^ctonne :ensùîte>un Piro- 
lîlciiK dans legûdlilyfauneediw^sracineii^ 

■ A. 4 



fil ^diit cependam qu^aucun Commeiiçant 
D$!|)^t8'çiïipéch€ï de voir qu'elle siatisfait 
fmtfii^ rail Problème que la iiasitive- 
. . X« résolution des équations qiie deman-* 
deQtfcefi Problèmes et ccvix de même espèce^ 
qu'pn peut ae proposer y engagent les Lee-* 
t^r^ k^pprenàtê pkidieurs opérations es« 
çetotielfes de ^Algèbre ; telles que les ex- 
tracjciotus des racines quarrées ^ la réduc^ 
tion des. radicaux î^lenFis additions > sous* 
t^ctioB$ 9 etc. I apercions qu'on donne 
^'<>r<U^rê au eonl^ieiicément des Élé- 
mens d'Algèbre 9 'maiB que mon plan exi^ ^ 
gfoït de placet en *cé. lieu» 

:Ele.cesopératibns^>;je!passeà un Problê- 
iBedaris lequel tn^doit employer plusieurs 
é^uationsdu seocndidegré^ quicontfennent 
chacune plusieurs lincormues ; et je donne 
lesmajensderéikiire toutes cebéqualiionsà 
t»eseulè qui abr^enfetïne qù'ukueiaconnue. 
^[elaiâivioirenfmèoùBkems que cette métho- 
de n'est passetUemeiitprôpre axkfc^équations 
où les inconnues ne montent qu'au ^second 
degrè^.mâisqii^elle^'éiendÀVMiiles degrés. 
- • : lia tFoisièniepartië e?pour ^dl^^ te^Péquâ- 
ticms:iife:toa8lbs.idegi^s prii^ ett^éâéraL 
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Je traite du nombre de leurs racines , des 
propriétés que les coefEciens du secôûd, du 
troisième 9 etc. terme, ont d'être, ou la 
fiommedes racines , ou celle des produits 
de ces racines , etc* Je tire de ces proprié- 
tés la fameuse règle de Descartes , pour 
trouver toutes les racines commensurable» 
qui sont dans une équation; et comme cette 
méthode engage dans des calculs excessifs, 
à cause du grand nombre de divisions qu'il 
faut tenter ^ je donne la méthode de New- 
tovLf quis'étoâdnonrseulement aux racines 
commepsurables ou diviseurs d'une dimen^ 
5Îon, mais aux diviseors de tant de dimen* 
sioiis que l'oa v^t. Jie né nie coittitiite pas 
de donner la démonstration de Èctte mé- 
thode, que Ni^Wton avoît supprimée, #ais 
je fais voif pitf ^quelle route il a pu la dé- 
couvrir. Ce^^un aVanti^e que je ne crois 
pfts qu'on puisse? trouver.dans la démons- 
tration que M. s^^Graveaande ^én a domiée 
(dans soQ Stpeçimeii. commentarii in arith-' 
.7n^icamj9V>«nn}/^in.,iQséréÀJafin de ses 
r Elémens4'Algèbre), et qiii est la sejile que 
-je sache avoir été',donnée;;ipalgré le grand 
: iD^mbre de Treàbé^ d'Algèbre qui ont para 
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depuis NcwtGïi. j'ai appris cependaiitqurf 
le R- P. Jacquier , connu pour avoir com- 
menté les rcchét-ches les plus éleyées de 
Nietvton > âVôk pris la peine de traiter 
celle-ci ^ mais ce qu'il a fait sur cette ina^ 
tière , n'est pas venu à ma connoissance. 

Ali teste, dads cette partie et dans celles 

qui suivent, je ne m'arfête pas , comme 

dans les deux précédentes ; à montrer lèar 

Problèmes *qui pouiroieàt avoir conduit 

aux équations que f 'examine, parce que je 

« ne crois plus avoir besoin de ce motif pour 

-exciter la curiosité des Lecteurs. Ils ont 

"dû suffisamment voir par les premiers Pro^ 

blemeiî^'îde quelle iropôrt'aftce il étoit de 

savoir résoudre toutes àôirtfcs^ d'équations. 

%t traite dans la quatrième partie , dés 

équations de téus les dl$grés ; lorsqu'elles 

n'ont que deux-tçrioie» ^ ou lôrsqù'én ayant 

- trois , ellés'se réduisent A là ntiéthode des 

: équations du^ second degfé^ par une simple 

-trâmformati^n.'Jv'«iiBeignè, per cenâoy^, 

aux Q^mflbençans \ ,un -^rôtid ««nbrc d'o- 

.^ératipns.sttriles quaiïtîtés! radicales ^de 

;ti:).ute espèce ^i: et je lettr' donné unC' coa- 

inoissancb' entièrç^, tànt^e l'élévation^ des 

puissances^ que de l'extraction des racinei. 
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Une règle qui est absolument nécessaire 
pour la résolution coraplette de ces équa- 
tions, et qui a toujours été omise dans tous 
les Ouvrages Élémentaires , ( celui de M^ 
s'Gravesande excepté) c'est Pextraction 
des racines des quantités en partie com- 
mensurables , et en partie incommensura- 
bles : Newton , à qui on doit cette règle , 
rayant donné à son ordinaire sans démonsr 
tration, je l'ai traitée ici comme un Problè- 
me; par ce moyen la découverte et la dé- 
monstration marchent toujours de concert. 

La méthode de Newton s'étend aux quai> 
tilésnumériques, quelque soit Fexposantde 
la racine , maiis elle ne s'applique pas aux 
quantités littérales , lorsque cet exposant 
passe, le second degré; je supplée ce qui 
manque à cette méthode , en donnant le 
procédé qu^il faut suivra pour les quantités 
littérales. De plus, je fais voir que la mé- 
thode de Newton, pour les quantités numé- 
riques , peut induire en erreur dans quel- 
ques occasions : Viest lorsque là racine 
d'une quantité contient des fractions ^et qu€ 
cette quantité elle-mêaje n'en renferme 
pas. Je montre ce qu'il faut foire alors pour 
remédier à cet inconvénient» 
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M. s'Graveàande qui a commenté l'article 
de rArithmétique universelle de Newton ^ 
où se trouve cette méthode ^ n'a point re- 
inarqué les cas qui peuvent y échapper, et 
il n'a point donné la manière de l'appliquer 
aux quantités Uttéralefide tous les degrés. 
. Toutes CCS opérationsylorsqu'on veut les 
appliquer à une puissance quel<;onque, sup- 
posant qu'on connoisse la formule du binô- 
me, je saisis l'occasion qu'elles me fournis- 
sent d'amener l'invention de cette fa|neuse 
formtde. Je la démontre d'une manière nou- 
-velle , et je fais voir les diflférens usages 
qu'elle a fourni, tels que le moyen de trou- 
Ter par approximation toutes sortes de 
quantités composées. à volonté de radi- 
caux^ de fractions, etc.; ce qui peut prépa- 
Ter les Commençans à l'analyse de l'infini. 

La cinquième partie traite des équations 
^u troisième et quatrième degré, qui ont 
-tous ieurs termes, c'est-à-dire, toute Jacom- 
-pïicationvqu'elfes peuvent avoir. Je donne 
d'abord'la solution générale àes équations 
'du'tIrQÎsième degré, etje fais voir ensuite les 
^uations particulières^ où cette solution 
^'vapprend point lavàleur de Tinconnue, ce 
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qui forme le cas qu'on appelé irréductible* 
Dans ces équations ^ au défaut des racines 
exactes, j'enseigne àen trouver par approxt 
raation; je donne, poury parvenir, une mé;^ 
thode nouvelle, beaucoup plus simple que 
celles quiontparujusqu'àprésent. Parcette 
méthode, dès la première opération^ j^î la 
valeur de laracine cherehée à un millième 
près, X à la secondé à un millionième ,( et 
ainsi de suite. 
Jepass^de-là auxéquAtiens du quatrième 
degré, et après avoir donné leur résolution 
générale> j« fais voir que cette résolutioir^ 
ainsi que celle des équations du second de"^ 
gré , A cet avâiitagip dur la résolution des 
équations du troisièëid^ qti^une seule etmêî- 
me.formnlei peut, 4 l'iaide des %ï^tiptà$ et 
7?M>wi,ç,exprîmiBr toutes lesracinesde Féqua- 
tion; Je démontre aussi^ ce que le» Auteùrâ 
Bléraôntaifes nïcfnt fttît qtic supposer^ que 
les quatre^ racines d^mé équation du qua- 
trième degré, sont toujours ou toutçs qua- 
tre rééllcB , ou toutes, quatre iina^naires, 
ou deux réelles et deux imaginaires ; c'^est^ 
à-dire-, que je prouve que les racinwrimaî^ 
giimirêsdidf équations dt;t quatrième degré;^ 
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peuvent, aîpsî que celles du second, être 
regard.ées comme composées d'un^ partie 
réelle , et d'une partie qui est la racine 
quarrée d'une quantité négative. . 

; La résolution des équations du quatriè- 
me degré, étant fondée Sur celie des équa- 
tions du troisième, elle çi de même que ces 
équations , cet inconyépient , que d^UiS ua 
cas on ne sauroit.avQJrJe* ra^^eis/que.par 
approximation. Je donne une mAnièt^e jbiéa 
simple de trouver cette approximatk>i|i> en 
employant cellç que j-avois dopné^i prêr 
c^dçniinent pour les (équations d^^i:bi9iéin9 

^S^^ '; . : ■-::'^i •:::-»•> '-- ' .^^cu o;:;.» Irt'i! ; 
j iQuajit aux équatîojw qui passent le qua- 
trième, degré-, iji^m,^jmçi rien pour leur 
x^çplution en général,! jp^rçe qiie, jusîqu'à 
présent,; çtn n'a pu jr parvenir, ;quelquçjs ef- 
forts qu'aient fait les Analystes. L'pq eât 
ïéduit^. excepté quelque^jcas particuliers 
que j'ai traités , pour la plupart., idans la 
Iroîsîèjçie' et quatrièmçtpa^^ à dé.sâmplçs 
approximations, qui sont beaucoup plup fa*- 
cîles ,. lorsqu'on est aidé de la Qéojnétrie ; 
c'esJ,jpourquoi je reiçet^s à traite^r^daî^çe? 
équa^onjs ,: au tçms.ou j'ensejgafrair la 
théorie des lignes courbes. 
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On devoît s'atteûdr.^, après ce que j^avois 
dît en annonçant mes Élémens 4'Algèbrç ^ 
à y trouver des applications dçcettQ science 
à la Géométrie , j'ai cru cependant devojr. 
les réserver ppuryp autre QavTage:Ilm'a; 
pajçu qu'ei^ fonçant un Traité, entier dq 
pure Algèbre ^ ç'étpit oflPfir aux Çommqi;in 
caps lestnjqyjçi^s de, s'j fortifier dayanta 
et qu'ils gagneroient à ne l'appliquer à la 
Géométrie, que lorsque les opérations Ana- 
lytiques ne leur coûteroient plus. J'espère 
que les principes qu'ils trouveront dans cet 
Ouvrage, les mettront en état dç surmon- 
ter les plus grandes difficultés qu'ils ren- 
contreront dans la, haute Géométrie. 

Au reste, je ne suppose, pour l'intelligen- 
ce de ce Traité, que les opérations princi- 
pales de l'Arithmétique , parèai lesquelles 
je compte la règle de trôi3 ; ceux qui au- 
ront lu mes Elémens de Céêmétrie, possé- 
deront la théorie des proportions , autant 
qu'il est nécessaire pour entendre tout ce 
que je dis ici. J'avois d'abord compté don- 
ner dans le mênie livre , tant les Élémens 
d'Arithmétique , que ceux d'Algèbre , et 
je n'aurois pas manqué alors de traiter des 
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proportions plus à fond que )t n'ai fait 
dans mes Élémens de Oéoinétrie ; mais 
Tordre que j'ai suivi m'a paru demander' 
de traiter séparément ces deux Sdences. 
En effet , voulant me rapprocher, autant 
qu'il est possible du chemin des Inventeurs^ 
j'ai dû supposer l'Arithmétique familière à 
ceux qui vouloient pénétrer cïanâ l'Algèbre; 
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ÉLÉMENS 




EL ÈMENS 
D'ALGÉBR E. 



PREMIÈRE PARTIE. 

Z?€ la Méthode Algébrique d^exprîmer les 
Problèmes par des Equations ^ et de la 
résolution des Equations du premier degré. 



JT A K M î les difPèrenâ Pi-oblémes dont les pl-e- 
miers Mathématiciens qui ont eu le nom d'Aï- 
gébristes se sont occupés , je choisis celui-ci , 
comme un des plus propres à faire voir com- 
ment ils sont parvenus a former la Science 
qu'on nomme Algèbre ou Analyse. 
TomeL A 
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Dir É LÉ M EN S d'AlgÉBRE. 

I. 

l>miS^%^^ Partager une somme y par exemple, ffpo^ 
î^prem^'islv^^ ^^^'*^ P^^sonnes y en sorte que la première 
gébristesont pu ^/^ ^g^/f ^^ ^/^^ ^^^ /^ secoude . et la se- 

conde y 116^ de plus que la troisième. 

Voici d'abord comme j'imagine qu'aura rai- 
sonné un homme , qui , sans aucune teinture de 
l'Algèbre , sera parvenu à résoudre ce Problème, 

Solution de •, , . • . . • <■ 

ce Problème . Il cst évident quc si on contnoissoit une des 
IwiKroit^^trou- trois parts , on connoîtrolt aussi-tôt les deux 

ver sans Al^'ô- o i » 

brc. "^ autres* Supposons, par exemple, quon con- 

nolsse la troisième qui est la plus petite, il 
faudra y ajouter 11 5^, et l'on aura la valeur 
de la seconde ; ensuite pour avoir la première , 
il faudra ajouter 180^ à cette seconde, ce qui 
revient au même que si on ajoutoit 180^, 
plus I iS*^ ou 295^ à la troisième. 

Quelle que soit la troisième part , nous sa- 
vons donc que cette part , plus elle-même avec 
ii5^, plus encore elle-même avjec^pô^ , doit 
faire une somme égale à 890^. ^ . 

De-là , il suit que le triple delà plus-petite 
part, plus iiô^y plus 291^, ou en une foi» 
plus 410'^, est égal à 890^. 

Or si le triple de la part qu'on cherche plu» 
410^ est égal à 890^ , il faut donc que ce tri- 
ple de la part qu'on cherche soit plus petit que 
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890^ de 4iô^i Donc ce triplé de la plus petite 
part est égal à 480^^. Donc la plus petite part 
est égale à 160^* 

La seconde sera par conséquent de 276^ , et 
la première ou la plUs grande de 455^. 

CVst vraisenr^blableroent arnsi que les pre- 
miers Algébhstes ont raisonné, quand ils se sont 
proposé de pareilles questions ; sans doute qu'à 
mesure qu'ils âvatiçoientvers la solution d'une ^ 

question^ ils chargeoient leiir fnémoire de touâ 
les raîsoniiemens qui les avoieilt cotiduits au 
point où ils étoicnt; et lorsque les questions 
n^étoient pas plus compliquées que la précé-i 
dente , il n'y avoit.pas de quoi se rebuter; 
mais dés que leurs .recherches oht offert pluâ 
d^idées à retenir > il a fallu qu'ils cherchassent 
une manière plus courte de s'exprimer , qu'ilà 
eussent quelques signes simples , avec lesquels , 
quelqu^avancés quSls fusseht dans la solutiotl 
d'un Problème, ils pussent voir d'un coup^^d^œil 
cequ^ils avoient fait et ce qui leur restioit à' 
faire. Of , l'espèce de langage particulier qu*il«^ 
ont imaginé pour cela , c'est l'Algèbre* 

IL 

Pouf mieux donner les principes de cette Métliode h 
science, nous allons reprendre la même ques-Snimr le vtc 
lion , nous écrirons en langage ordinaire lesacnt? ^^""^^ 

A a 
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raisonnemens que l'Algébrîste fait pour résou- 
dre son problême , et en caractères algébriques 
ce qu'il suffit d'écrire pour aider sa mémoire. 
La plus petite ou la troisième part quelle 
qu'elle soit , je l'exprime par une seule lettre, 

tjui sera par exemple , /. . x 

La seconde sera par conséquent la première 

Le signe +. pIus ii5, cc que j'écris ainsi ^r-H ii5, choi- 

^^j^^ ^ " sissant le signe -f- qu'on prononce plus , pour 

désigner l'addition des deux quantités entre 

lesquelles on le place. 

Quant à la première part ott la plus grande , 
» comme elle surpasse la seconde de i8o, elle 

seraçxprimée par ar-f- iiÔH- i8o. 

Ajoutant ces trois parts , on aura. . . . , • 

3a?-f-ii5-+-ii5-+-i8a, ; 

ou en ré(luisant 3.2? -4- 410. 

Mais cette somme des trois parts doit égaler 

iniqur^"rës^ 890^ , ce quis'exprime ainsi 3 ^-+- 410 1=890 , 

*"^' employant le caractère = qui se prononce égal 

pour exprimer l'égalité des deux quantités entre 

lesquelles on le place. 

Unc<5quation La question, par ce calcul , est donc chaïn- 

deux quîmtités. gec en Une autre , ou il s agit de trouver une 

Onresoutune • r j i • i . • , 

ijquaiion , lors- quantité dont le triple étant ajoute avec 41 o , > 
yaUm- de^rin- f^issc 890. Trouver la résolution de semblables 

connue qu'elle .• » ^ , 11 » 1 

rcjiferae* questions , c est ce qu'on appelle résoudre une 
^*quation, L'équation dans ce cas-ci est 3 iP-H 
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410=890: on l'appelle ainsi , parce qu'elle 
indique l'égalité de deux quantités : résoudre 
cette équation , c'est trouver la valeur de l'in*- 
connue x par cette condition que son triple 
plus 410 fasse 890. * 

I I I. 



Pour résoudre cette équation, voici comment „, , . , 

^ ^ \ . , • . uesolntiond 

l'iMgébrîste raisonne, et com-ment il écrit ses i*%»ation qi 

. , exprime le Prc 

raisonnemens. L équation a résoudre. ..... Licme picc« 

.3^-1-410 = 890, 

m'apprçnd qu'il faut ajouter. . . . . 410 à 3 a? 
pour faire la somme dç 890; donc 3 x sont 
moindres que 890 de 410 , ce que j'écris ain^i*. . 

3 x''=. 890 — 410. 

Prenant le caractère — qui se prononce moins _^tnd7^ue'^' 
pour faire ressouvenir que la quantité qu'il pré- *^^^^^^^'"^"* 
cède doit être retranchée de celle qu'il suit. 

De cette nouvelle équation 3 X'=^()o — 410^ 
l'on tire, en retranchant en effet 410 de 890 , 
•cette autre équation 3 a? = 480. 

Mais si 3 .^.valent 480 , un x vaut donc 
le tiers de 48a ou 160, ce que j'écris ainsi, 
îr=^= 160, et la question est résolue, puis- 
qu'il suffît de connoître une des parts pour con-, 
noître les autres. 

A3 
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Sfon avoit voulu résoudre la question en 
dl^ïvoMéme" comijiençant par chercher la plus grande part, 
prcccdent, Qj^ l'àuroit pu de même, 

Voici comment on s'y seroit pris. 

Soit cette première part j, 

La seconde ayant i8o de moins, seraj^ — i8o. 

: Et la troisième , ayant ii5 de moins que la 

seconde, sera . ..^ ., * , . * . j)^ — i8o — ii5. 

- \ . .Qr la.sommedjQ ces trpis quantités est . . , • 

, . .: ]ti_* .3j^ — .180-^180 — Il5, 

c^e&t-àrdire, • , .. .. ., ^ — 475. 

jiiJVIai^ cettesomme dgit égaler 890. 

. On 'à, donc l^'^qv^tiqu Zj — 476 = 890 qui 

^prc^nd que 3 jj^ surpassant 890 de 4/5, puis* 

qu'il faut retrancher 47^ de 3j^ pour avoir 890* 

Djonc %y =;= 89P rf- 476^ où 3jK := 1 365. ? 

Duncjr ^u 1«^ pHis grande part =iz;4Ô5 comme 
ci-dessus. 

Si dans le prqbléme il avoit fallu partager 
tmc somme phis ou moins grande que celle qu'on 
" a ènh'plôyée , et que les différences eussent été 
d'autres nombres que ceux dont on s'est servi , 
il est évident qu'on l'àuroit résolu de la même 
manière. Supposons , par exemple y que le PrO' 
blême eu: été énoncé ainsi : 
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Partager ^600^^ à quatre personnes ^ en Amreexei»- 
sorte que la première en ait 60 ode plus que me préc<«dciit. 
la seconde ^ la seconde 2J0 de plus que la 
troisième ^ et la troisième %oo déplus que 
la quatrième. 

On aurait raisonné de la manière suivante : 

En nommant la quatrième x. 

La troisième sera x -f- aoov 

La seconde. . . . .-r 4-' 200 --f- ii5o. . 

La première . . . .t -+-aoo-+^ :a5o-h3oo. 

Or, la somme de toutes ces parts doit être 
égale à 9600. On a donc l'équation 
4 a? -+- 1 400 = 9600» 

Pour résoudre cette équation , je remarque 
comme dans la. précédente y que si^ x nesoiH 
égaux à 9600 que lorsqu'on leur a ajouté 1400, 
il faut qu'ils soient égaux a ce qui reste de 9600 
lorsqu'on en a retranché 1400 , ce que Ton 
écrit ainsi 4,^ z=ig6oo — 1400 , 

''''■-'"'' r\ ' ■ ■ - ' 

OU 4t^ =:o5ibO» 

Mais si quatre x sont égaux à 8200 , un x 
vaut donc le quart de 8^00 , C'ést-à-dire, que 
j? = l3£iiz;=:-ao5o : la plus petite part x étant, 
connue , les autres se trouvent tout de suite: 
la troisième z= aaôo , la seconde= %boo , et la. 
première = iiSoo. 

V L ■■ 
Le problème pourroît être encore plus varié, 

A4 
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et dépendre toujours des mêmes principes ; sup- 
posons , par exemple , qu'il fût énoncé ainsi : 
Troisième Partager S 600 en deux parties ^ de ma" 
*bi™rè^pt(!aî^ w/^^e que la preinièrç ait un tiers de plus 
^"^* que la seconde ^ plus 180, 

Voici comment on le i^soudro't : 
Soit la seconde part ... .t. 
On aura pour la première x^^ x -+-180. 
Or , comme leur somme doit égaler Ô5oo , on 
a donc l'équation. 2 ,1? ^-| .r H^ 180 =r55oo. 
Pour résoudre cette équation , je commencerai 
par ajouter % x avec ^ a? , ce qui me donne j x , 
parce que deux entters valent six tiers , et que 
par conséquent ces deux entiers avec un tiers 
font sept #ers. Donc. l'éq.uat ion précédente se 

T 1? 

réduit à ^ , -^ f- 180 ==:; 55oo , 

qiii deviendra par le même raisonnement qiie 

dans les exemples précédens>~-.=^ 55oq ~ 180 

«5 

ou . ^ , '-^~-z=ibMo. 

o 

• Or , si le tiers de 7 x vaut 53^0 , les 7 a? en- 
tiers valent donc trois fois davantage , ce que 
I-,€ sî«ne X l'on écrit ainsi. : . -V ; . . . . 7\r=i5320 X 3- 

indique lu mul- t? i ^ i • v > • » ^ 

ti|)lication. limployant le signe X qui se prononce multt- 
plié paj' y pour désigner la multiplication desi 
deux quantités qu'il répare. 
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' * Ensuite , au lieu de 7 ,t == 53^o X 3 , il suffît 
d^écrire 7 .t = 10960 que Ton a en multipliant 
en effet 53ao par 3. . 

Et par le moyen de cette nouvelle équation , 
on <i xz=l^^^^ :;=:is8o , valeur de la seconde 
part. 

La premièriç part sera aisée à trouver en- 
suite, puisqu'il ne faudra qu'ajouter à cette 
quantité ^5^80 , son tiers 760 , et de plus 180 , 
ainsi qy'on l'avoit proposé, et l'on aura Sz^o 
pour la première part. 

Les commeriçans pourront s'exercera varier 
encore davantage l'énoncé du problème précé- 
dent , et à le résoudre dans les differens cas qu'ils 
imagineront ; ils seront récompensés de leurs 
peines par la facilité qu'ils acquerront. Afin 
de les aider davantage , je vais donner un autre 
problème qui a encore beaucoup de rapport avec 
le précédent. 

' V I I. 

Trois marchandsfont Une société ^ le pre- Nouvenu prc 
mierfournitiyooô^ylesecondiSooo^ , le nltre%Lt"l 
troisième iqqoo^ j comme ils ontbesoim^e P'^'-'^'^'^*'^*' 
tfiiclqu'rjn qui se donne les soins que de- 

mande leur commerce ^ celui qui n'a mis 
que looopi^se charge de toutes les affaires ^ 
à condition qu'il tirera de plus qi^e les au- 
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très 3 pour loo de tout le gain qui se fera . 

■ 41 arrive que ce gain mante àiooooo^ : on\ 

demande ce qu^ il faut qu'ils aient chacun. 

Soit la part: du premier. x 

Le second ayant mis moins dans la 
raison de i3 à 17, doit avoir une 
somme moindre dans cette même 
raison, c'eist-à-dire , seulement 77 a?. 

Le troisième , supposant qu^^il n'eût 
qu'à rais :)n de sa mise , auroit les dix 
1 7<înies (Ju premier ; mais devant avoir 
'de plus 3 polir 100 sur le tout /c'est- 
à-dire Spoo^, sa part sera . . • 7^ .t-4-3ooo. 

Et comme la somme de ces trois 
parts doit ttre looooo^, on au- 
ra ... . a?H-7|-à?-+--jy a)4-3ooo== 100006 
où :r --h 77 a? 4- tI a? === 97000. 

Pour dégager l'incomue de cette équation , 
soit considéré que r -{--^ x -^^xou^ (xr^ 
77 ,27 H- -jy ,T ne signifie autre chose que ~ x ; 
on a donc 7^ iz? = 97000 ou 40 x = 97000 X 

1 7 ou 40 ^ .== 1 649000 ou ,T == -i^^.^^^S^î^ T li25^ 

La part dtt premier étant trouvée , celle db 
second exprimée par 77 .r , s(era 7- X 4i5is5\ 
c'est-à-dire , SiSaS ; celle du troisième j expri* 
mée par 77 ^r -4- 3ooo , sera jf X 41 225-4- 3ooo 
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V I I L 

Par ces deux problèmes , les lecteurs entre- 
voient ce que c'est que TAIgébre, et ils ap- ^naiytique^dw 
prennent qu%' général la solution d'un pro- p^tr''^''*'' 
bième est composée de deux parties ; dans la 
première, on nomme par une lettre comme x 
o\xy , etc: , la quantité inconnue qu'oii cherche, 
ou une de celles qui , étant connue , délermine- 

A 1 • Il • Dans la pre- 

roit .e.^ autres ; on tâche ensuite d'arriver à une mière onexpriw 

, . ,,. . . ^ . me ce problème 

équatiôti ou 1 mconnue se trouve, ce qui se tait par une cJ^ua- 
en exprimant de deux manières différentes une 
même quahtité. 
Dans la seccjpde partie, il. s'agit de dégager Dans la «e- 

T,. J 15/ • ^' conde on résout 

1 inconnue dans 1 équation. « çettp éciuaiion. 

La première de ces deux parties est difficile 
à réduire en préceptes clairs pour les commen- 
çans ; ce ne peut être que par des exemples 
qu'on la fasse bien senfir. 

Quant à la seconde , on la peut beaucoup 
plus aisément expliquer d'une manière géné- 
rale. 

IX. 

Dans les questions q'ie nous venons de ré- Leséquntions 
soudre , on est arrivé à des équations , dans les- gré ^Lm ceiicl 

11 !»• ^ 'm. j. * o^ l'inconnue 

quelles 1 inconnue ne se trouvoit pas autrement n'est muiiipiic© 
engagée que par la multiplication ou la division p"j. atrcmaniU 
de nombres connus ; on appelle ces sortes d'é-^ ^^'* ^^"""®** 
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q^ations, équation^ du premier degré, telles 
sont % .T — 10 = 56 , f .07 H- ii5 = x — i a? 4- 
3o,etc. Et' les problèmes qui conduisent à ces 
équations sont ^nomoiéa des problèmes du pre- 
mier degré. 

On les appelle ainsi pour les distinguer de 
ceux dans lesquels l'inconnue seroitou quarrée / 
ou cubée (i), etc., qu'on dit être aussi bien 
que leurs équations , du second degré si l'in- 
connue est quarrée, dutroisièmeisi l'inconnue 
est cubée , etc. 

Qu'on demande , par exemple , un nombre 
dont le triple étant ajouté a vec je quarré , don- 
nât 6b ^ le problême qu'il faudroit résoùdi-e 
alors seroit dû second degré. Et l'équation 3 x 
4- X X ■= 65 [dans laquelle x x désigne lé 
quarré de a? ] qui exprimeroit . les conditions, de 
ce problême , seroit Une équation du second 
degré. ' - 

On n'a pu parvenir à là résolution de qp% 
équations qu'après s'être exercé long-tems aux 
équations du premier degré. Nous allons donc 



(i) On dpii' ravoir vu ep ariihmétique qu'un nombre est 
quarré ou cub<;, suivant qu'il est multiplie une ou deux fpis- 
pur lui - mcmei On qtiarre 7 , par exemple , lorsqu'en le 
multipliant par lui mente, on en forme 49 > ^^ même on lé 
cube , lorsque le multipliant deux fois pur lui-même, on «a 
forme 543» 
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thercher toutes les règles que demandent cel- 
les-ci. 



Pour les trouver , reprenons d'abord Téqual 
tien 4 .r — 1400 = 9600 , traitée article V , la- 
quelle est composée des trois termes 4 x , 1400, 
9600 , [ on appelle ainsi toutes les parties d'une 
équation , séparées les unes des autres par les 
signes -+• ou — • ] , et remarquons que par le 
même raisonnement , par lequel nous en avons ri^une ' équaiîoa 
tiré que 4 x = 9600 — 1400, nous pourrons ^^^l,f,l pS 
dans toutes sortes d'équations prendre quelque **S»e» + ou—. 
terme que ce soit , précédé du signe -f- , et le 
passer de l'autre côté du signe .=• en lui don-r 
nant le signe — . Qu'on ait, par exemple , 5o -f- 
^ a? = 5 0? 4- 3o , il sera permis de passer le 
terme ^ a? en — de Tautre côté , et écrire ainsi 
l'équation 5o=5a?4-3o — ^x ;^ar on peut 
dire, comme dans l'article V, que puisqu'il 
faut ajouter ^ a? k 5o pouritre égal à la quan- 
tité 5 .a? H- 3o, il faut donc que 5o soit plus 
petit que 5 a? -+- 3o de la quantité -y- x , c'est- 
à-dire , qu'il soit égal k 5 x-^ do—^-y- x. 

De la même manière qu'on a vu , art. III, 
que l'équation 3j^— 476 = 890 se changeoit 
fn 3 j* = 890 -H 47Ô , on verra qu'en général 
les termes qui sont en — d'un côté du signe d'é- 
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galité peuvent être passés en -4- de l'autre. Qu^ott 
ait, par exemple , Sa — 6a? == 9 .t-4- iîç, on 
en tirera Sa = 6 .7? -+- 9 .t -4- 1 1 9. Car si Si 
doit être diminué de 6 x pour égaler 9 .r *+- 1 19 
il faut qu'il soit plus grand que 6 x de cette 
quantité , c'est-à-dire , qu'il soit égal à 6 j? -{- 
9 a? -1-119. 

XL 

*rout tcrrtjcî 

Pf^t ^yf^^yf Voîlk donc un principe général pour toutes 
quation à Tau- les équatiops , c^est quc les termes que Von 

trc, en chan- * ^* », yi i 

géant 1« «ijne. youdra pourront être passés a un coté de 
V équation à Vautre ^ en observant de chan* 
ger leurs signes. Or , ce principe est d'un«î 
utilité infinie, en ce quM épargne beaucoup dé 
raisonnemens. 

X I I. 

Par sort moyen , on peut toujours cfiatigW 
une é uation en une autre, oit Yon ait d'un 
côté du signe =, c'est-à-dire, dans l'un dear 
membres de l'équation, les termes affectés de 
a? et de l'autre côté du signe = , c'est-à-dire^ 
On appelle dans Pautre membre de l'équation , tout ce qui 

membres d'une • ^ 

équation > ses cst entièrement connu* 

deux parties së- 

pjées^ par le Qyg Ton ait , par exemble , Téquation 8 .ar 
-(- Se = ^ ,T -f- aSo ; j'en tire 8 x — j x =i: 2,5o 
— 3o : que l'on ait 60 — 1 a? = aôo — -x , 
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gn en tire jx — ^ .t = ^ôo — 60, et ainsi des 
autres. 

X I I l 

Lorsqu'après les transpositions nécessaires , 
on aura fait passer tous les termes affectés de cù 
d'un côté , et les termes connus de l'autre ; ce 
qui se présente le plus naturellement , c'est de 
réduire chacun des deux membres de l'équa- 
tion à sa plussimple expression. Qu'on ait , par 
exennple, 8a? — f.T = :a5o— 3o, on en tire 
-aussi -tôt -~ j? = 22.0, en retranchant en effet 
3o de 200 , et en retranchant aussi j x de 8 x 
pude-^ayqui lui est égal. 

Qu*on ait l'équation Ç ,1? — - ^ ,t = sSo — 60 , 
on la change en f^ a? == 190 , à cause qu'en ré- 
l duisant jX et ^ x au même dénominateur , on a 
\ ^xet^x dont la différence est 77 ;r , et qu'en 
; retranchant 60 de sSo , il reste 190. 



' XIV. 

Par de semblables réductions qui sont tou- 
jours faciles à ceux qui savent l'Arithmétique , 
on changera toutes les équations du premier 
degré, quelque composées qu'elles soient, en 
d'autres qui n'auront que deux termes, dont 
l'un sera composé d'un certain nombre d\v 
entier ou rompu , et l'autre un terme entière- 
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ment connu , telles que sont les équations 

4 .r = 8j2oo, j œ =z 53io, 
résolues dans les articles V et VI. 

Rappelions-nous maintenant ce que nous; avons 
dit sur ces équations ,. et nous en tirerons des 
principes généraux pour toutes les autres. 

De l'équation ^ x=^ 8200 noiis avons tiré 

^ = ^~^ parce qu'il s'ensuivoit de ce que 4 * 

valoient 8:^0^ qu'un x ne pouVoît valoir que 

^ le quart de cette somme; de ce raisonnement 

et de ceux que Y on formeroit pareillement pour 

les autres' nombres d'à? , on tire ce principe gé-^ 

Manière de uéral , qu'o/î pcul ôtev le multiplicateur qui 

le inultipiira- offcctc ViTicounue duTis uji dcs membres^dô 

rinconnue. ^^^^ Véquation ^ en le faisant serçir de diviseur à 

Vautre membre. 

XV. 

De l'équation j x = 53^0, nous avons tiré^ : 

7 .^zz= 3 X Ô32.0, en remarquant que si letierd : 

de 7 X vaut 53iio, 7 x entiers doivent valoir ] 

.^ trois fois davantffge. De-là on forme ce principe | 

faire disparoître général, que vour faire disparaître le divi^ !, 

le diviseur qui -/ri»' 

affecte Tincon- seur qui ajjecte L inconnue dans un mèmbrô -. 

. . de l'équation ^ on n^a qu^à le faire serçif À 

de multiplicateur à Vautre membre. 'j 

X V ï. 

Avec ces règles on est en état de i-ésoudrc ] 

toute». : 
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louléS sortes d'équatioiis du premier degré. Pour 
exercer les Commençans , voici quelques exem- 
ples. 

I .^ _ 90 + f ,T = ± ,T - 8ii se change par ^^^^f::,ff, 
!a transposition en f z? 4^ f x — ^ .t = 90 — "'^^^ ^^^^^nt^li 

■ 6.r ii;Z? . ,, principe» précd 

82 , ou en réduisant— — =8, ouff-A? — acns» 

o o 

i|;r = 8,ou-^,x = 8, ou8,T = 8X i5, ou 
€n dernier lieu x =z i5. 

De même fa^-f-p t=j-.ir?^-. to devient eA 
transposant j a? — f œ:=z io-f-9,ouja? — ya? 
=z= 1 9 , ou 77 ,x* = 1 9^ ou iz* == 399. 

Enfin j.T — 40 — ~.T=6o — ^ iT donne en 
transposant | a?— ~ ,t -h {- .t = 100 , qui , en 
réduisant d'abord | et 4; au même dénominateur , 

devient jx — f^x= 1 00 , et qui , en réduisant 
Y et -5^ au même dénominateur , devient ensuite 
^x:=ioo,Oiix=^^^ ^ 

X V I L 

Au lieu ^e réduire toutes les fractions au mè* 
me dénominateur , on peut faire disparoître l'un 
apr&s l'autre , tous les diviseurs de l'équation 
donnée , au moyen de la méthode suivante , qui 
a dû être bientôt imaginée par ceux qui , les 
premiers , ont manié ces sortes d'équations. 

Soit repris l'exemple précédent f ir — ^ •'^^ f^ire évanou 

,7 -1 ^ 1 • • 1a.* r i€s fraclioii 

+ 70?= ICO, il est clair que si on multiplie ^j'^^e c(iuaiio 
TomeL B 
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les deux membres de cette équation par 9, les 
deux produits seront les mêmes ; car des quan- 
tités égales , multipliées par le même nombre , 
doivent donner le même produit ; on aura par 
cette multiplication ^x — i 3?+^ x = 900 
qui , à cause que ■— a: = 2 .2? , se réduit h 2 x — 
J a?-4-^a? = 900 , dans lequel le diviseur 9 
a disparu , et l'on voit bien que cela devoit 
arriver nécessairement ; car f de quelque quan- 
tité que ce sort , multipliés par 9 , doivent don- 
ner 2 entiers de cette même quantité. Pour faire 
disparoîtredemême 4 , il faudra multiplier tous* 
bs termes de l'équation par 4 , en observant 
seulement pour le terme | x ,que la multipli- 
cation par 4 se fera en ôtant le 4 qui est des- 
sous. Ainsi l'on aura 8 x — 9 a? -4- ^ x = 36oo, 
ou ^^ X — x=: 36oo , qui , en multipliant les 
deux membres par 5, deviendra aSs .r — 5x=: 
18000, ou 247 X = 18000 , ou a? = -—^f^. 

Le principe général qu'on tire de-là , c'est que 
pourjaire disparoître un diviseur d^ un lerme^ 
iljaut multiplier tous les autres termes par 
le diviseur ^ et Voler du terme oit il est. 

XVIII. 

Autre m^tho- On peut trouver une maniera de faire dis- 
*n Fes'faî?^ paroîtrc tous les diviseurs à la fois, en remar- 
^^aouir ù la ç^^^, quc si on multiplie tous les termes par 



tirt même nombre qui puisse sîe d!vîsi?f pat cKa* 

cun de ces diviseurs , chaque terme se réduira» 

Multiplions, par exemple > Téquationfo? — 

:! '1? H- 5- .r != 100 par 180 qui peut se diviser paf 

9 , paf 4 et par 5 > on aura ^^x — liH .-r -f- 

-î-2^ œ 2= 18000 , ou 40 ^ — 45 3?*+^ sSa X î=t 

18000 , ou 247 ,v == 18000. 

Or j pour trouver ce nombre qui Jouisse se di* 

viser par tous les diviseurs , il ne faut que mul- 

^ tiplîef successivement ces diviseurs, les uns paf 

les autres. Qu'on ïiit , par exemple ^jx^jx 

£=t 160 — jiT dont oti veuille faire évanouir les 

diviseurs , je multiplie d'aboi;d 3 par 5 , et je 

multiplie ensuite leur produit tSpaf 7, ce qui 

me donne io5 pour le nombre qui est divisible 

par 3,5,7: ce nombre trouvé , je m'en sers 

pour multiplier toute Téquation , ce qui me 

donne ^^x '+-^x =: 16800 — ^.cr> ou 

245 a?-l- 2 î x=i ï 6800 — 3o .rw 

Pour abréger encore cette opération > au lieu 

' de former le produit io5 des trois diviseurs , on 

se contenterad'écrire ainsi ce produit 3 ><i 5 X 7 > 

,_. . ■ . 7X3X5X7 
la naultiplication donne alors — x 

7X3X5 . ^^y^c^ 7X5X3 X1^^ 

+ — = — ^ii:^i6oX3X5X7-^ 1 * 

■ ^ . 7 . 

dans laquelle on voit tout de suite que le nom- 
bre 3 doit s'en aller du numérateur de la pre» 

B s. 
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inière fraction , puisque la division par 3 doit 
être détruite en faisant la multiplication par 3 ; 
il en est de même du 5 et du 7 , qui sont à la fois 
aux numérateurs et aux dénominateurs des 
autres fractions. 

Par ce moyen on arrive à Péquation 7 X 5 

X 7 ^ -H 7 X 3 57 = 1 60 X 3 X 5 X 7 - ^ X 
3 X 5 0? qui, en faisant les multiplications indi- 
quées par les signes X > donne 245 x -f- s i a? = 
16800 — 3o a? délivrée des fractions. 

X I X. 

Pour suivre le plus vrais.emblablement qu'il 
est possible Tordre des inventeurs , nous ne nous 
arrêterons pas maintenant à approfondir davan- 
tage la méthode de dégager l'inconnue , mais 
nous reviendrons à la manière de mettre les 
Problêmes en équations. La résolution des équa- 
tions a pu , indépendamment des Problêmes 
auxquels elles ont rapport, occuper les Algé- 
bristes lorsque cette science a été avancée à 
un certain point; mais il est à présumer que 
ceux qui en ont jette leç fondemens, n'ont 
examiné les équations qu'à l'occasion des Pro- 
blêmes dont elles étoient , pour ainsi dire , le 
dénouement. D'ailleurs , il se trouve quelque*: 
fois dans les équations des complications dont 
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on ne se seroit pas douté , si la nature des Pro- 
blêmes qu'on cherchoit ne les avoit amenées. 

^Nous ne pouvons rien dire ici de plus clair, 
sur la manière générale de mettre les Problèmes 
en équations , que ce que nous avons dit, art* 
VIII ; mais nous allons donner plusieurs exem- 
ples qui accoutumeront les commençans à cette 
recherche. 

Pour pajer un certain nombre d^ ouvriers Troisié» 
sur le pied de 3^ chacun ^ il manque 8^ à- ^\ ^^^' 
un homme qui les fait travailler } mais en 
ne leur donnant à chacun que 2^ j^ il lui 
reste 3^ : on demande combien cet homme 
a d^ argent. 

Soit X le nombre de livres que possède cet On «npioî 

. une barre en Al 

homme ; donc /rH-8 est la somme qui peut sa- gébre comme ei 
tisfaire tous les ouvriers sur le pied de 3^; et pour indiquer l 
comme le nombre des ouvriers doit être trois 
fois plus petit que celui qui exprime cette som- 
me, il sera exprimé par le tiers de Xr\r^ , ce 

, ,7? H- 8 . 
qu'on écrira' ainsi — - — ; car en Algèbre comme 

o 

en Arithmétique une barré horizontale indique ^ 
toujours la division de la quantité supérieure par 
l'inférieure. 

De plus, puisqu'il reste 3^ quand on ne 
donne que 2 ^ à chaque ouvrier ; il? — 3 e^ 
donc la somme suffisante pour payer tous ces 

B 3 
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. . (V — 3 

ouvriers à raison de 2 ^ chacun. Donc 

s, 

peut exprimer le nombre d'ouvriers ;, mais puis* 

que nous avons deux valeurs du même nom* 

bre ,.il faut qu'elles soient égales ; le Problême 

est donc réduit à ia résolution de l'équation 

a: — .3 a?-+-8. 

Pour la résoudre , nous commencerons par 

. . X 3 

faire disparoître lediyiseurs du membre 

dé cette équation , en multipliant l'autre mem- 
bre par ce même nombre 2 , ce qui changera 

l'équation en .t — 3 ==: -~— ^ — i car il est évi- 

o 

'■ ■■" ■ • ■ ".-r— 3' 
dent que k double de t — est a? — 3 , et que 

le douDle -^^ — sera par la même 

raison que '^ x H- tô'estle double de x -f- 8. On 

fera ensuite évanouir le diviseur 3 de Téquation 

s ,r -h 1 6 

cy— ^=?.^ — .3j en multipliant le second 

membre par 3 et en l'ôtant du premier , ce qui 
donnera 2. ?:•-+- i6=:3.r — 9,ou.r= jaS. ' 

Si on veut savoir ^i. présent combien il y a 
d'ouvriers , il faut prendre fine des deux ex- 
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pressions ou — ,r — qu'on a trouvées pour 

.p 3 

ce nombre, par exemple. Puisqu'on sait 

maintenant que a? = 5.5, a? — 3 sera donc sa , 

^2? 3 

et partant -^ sera ^ = 1 1 , nombre d'ou- 



2 

vriers demandé. 



X X. 



Il est bon de remarquer à propos de l'équation 

x — 3 .T-+-8 ,., 

= — 7z — , qu il ne seroit pas permis 

pour y appliquer la règle de l'art. XI, de chan- 
ger de côté et de signe les quantités — 3 et -f- 8 , 

^ ,,. . . . ,,, . .T — 8 .T-+-3 

et d écrire ainsi 1 équation = — ^r — - 

2 3 

parce que le nombre — 3 n'est pas proprement 

un t^erme du premier membre , mais seulement 

un terme de son dividende x — 3 , la quantité 

X — 3 

n'étant réellement qu'un seul tprme de 

1 équation , ainsi que — - — . Four appliquer 

o 

donc la règle de l'article XI , il faudroît com- 
mencer par prendre , ainsi qu'il est indiqué par 
le nombre 2 qui est sous la première barre , la 
mQiûé de ^ — 3 ce qui donnerpit jcc — |; en- 

B4 
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suite il faudroit prendre , à cause du 3 qui est 
sous l'autre barre , le tiers de .t -+- 8 qui seroit 
•jx-f-y : égalant alors ces deux quantités ^ on 
aui*oit l'équation ^ x — ^ = j a:-^^ dans la- 
quelle on pourroit faire les transpositions qu'on 
Youdroit^ 

LeProblê.Te précédent pourroit encore être 
résolu de la manière suivante : 
itresolution Q^e y exprime le nombre d'ouvriers^ 3 y 

même Pro- ^ . . . 

ftê. sera l'argent qu'il faudroit leur donner sur le 

pied de 3 ^ chacun. Mais il manque 8^ pour les 
satisfaire à ce prix: donc 3 y — 8 est l'argent 
que possède celui qui les doit payer. 

D'un aiftre côté 2j^ seroit ce qu'il faudroit 
pour payer ces ouvriers à raison de 2^^ , et il res- 
leroil en ce cas 3^^ Doue 2../-I- 3 est une autre 
expression de l'argent que possède celui qui les 
doit payer. 

11 faut donc égaler les deux quantités 29/- -h 3 
et 3j^ ^- 8 , ou ce qui revient au même , il faut 
résoudre l'équalion 'j^y -+- 3 = 3 y — 8 pour 
avoir la valeur de y. Cette équation étant ré- 
soluc par les principes précédcns , c-e qui est 
fort facile, on aura 1 1 |K)ur r » c'est-à-dire , pour 
. le nombre d'ouvriers demandé. 
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XXII.. 

JJn Couirier est parti d'un lieu ^ iljy a j? 
heures ^ et fait 6 lieues en Z heures : on en- ProbUine. 
voie un autre Courrier après lui ^ dont la in- 
ttsse est telle quHljait 7 7 lieues en 3 heures j 
ils^agil de sai*oir oit le second Courrier attra- 
pera le premier. 

Soit oc le chemin que le second Courrier fera - 
avant d'avoir attrapé le premier ; il est évident 
que ce chemin doit être égal à celui que le pre- 
mier Courrier avoit fait pendant ses 9 heures 
d'avance , plus au chemin que le premier Cour- 
rier fait pendant le tems que marche le second 
Courrier. Pour trouver d'abord le chemin que 
le premier Courjrier avoit fait pendant 9 heures, 
il faut faire cette proportion (i) ou règle de 
» trois. 

Gomme s heures sont à 5 lieues , ainsi 9 
I heures sont à un quatrième terme , qui suivant 
les règles connues en Arithnjétique, se trouvera 
en multipliant le second terme 5 de la propor- 
tion par le troisième 9 , et en divisant leur pro- 
luit par le premier 2 ; et qui sera par conse- 



il) Je suppose ici, ou qu'on ait lu <lnn« mes Elcniens <1e Géo- 
■tirie les articicd IX et X ^ clc. de la seconde pariic , dans les- 
|tcls on traite des proportions, ou qu'au moins on posst'.de Lien 
fe rtgic de trois expliquée duus les Livres d'Arithmétique. 
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quent, ^ nombre de lieues, faites parle premier i 
Courrier pendant les 9 heures. 

Manière dont Mais commc en Algèbre on veut toujours 
PopomJ^s eu écrire ses opérations le plus brièvement qu'il est i 
Algcbrc. possible ; voici comment on dénote cette pro- 1 

portion : ; 

«j heures • 5 lieues ^^ q heures - ±1 lieues | 

Les signes : servant , l'un à comparer a à 5 , : 
et l'autre 9 à^ et le signe = servant à marquer. ■■ 
l'égalité qui doit être entre le rapport de^ à5| 
et celui de 9 à ^. 

Pour trouver ensuite le chemin que le même ,^ 
Courrier fera pendant le tems que le second;,' 
Courrier fera le chemin a: , on cherchera , pre- 
mièrement , le tems qu'il faut au second Cour- J 
ricr pour faire le chemin a: , ce qui se trouvera . 
par cette proportion ; 

3 X 

j j licucs . 3 heures _-- ^ lioues . ^ henreo 

II 

par laquelle , sans s'embarrasser du nombre de^ 
lieues contenues dans x , on apprend qu'il suffit^ 
de multiplier ce nombre par 3 , et de le diviser^ 
par II, pour avoir le nombre d'heures qu'iV? 
faut au second Courrier pour le parcourir. 

Sans faire attention maintenant si le nombre 
d'iieures exprimé par ■— a: est connu , ou s'il 
est inconnu , on fçra cette proportion , 
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9 beures . /; Wtûes — JL /r heure* . JLi x lieues 

dont le quatrième terme -jY a:- exprime che- 
r min du premier Courrier, pendant le teras yt^, 
f c'est-k-dire., avant d'être attrapé. 

Par ce moyen on a la même quantité expri* 
I mée de deux façons différentes; car le chemin 
: du second Courrier a premièrement pour ex- 
; pression a:, en second lieu il est la sonlme des 
! ^ lieues d'avance qu'avoit le premier Courrier 
I sur lui , et des parque ce même premier Cour- 
rier devoit avoir fait , jusqu'à ce qu'il fût at- 
frapé. Egalant donc ces deux expressions , on 
aura l'équation « = ^ -+- ^ :r qui donne par les 
règles précédentes a; = 70 H- y, 
XXIII, 
Si le premier Courrier, outre l'avantage qu'il 
a d'être parti plutôt, avoit encore celui d'être 
parti d'un lieu plus avancé , la question, quoi- 
que plus compliquée , seroit aisément réduite 
aux mêmes principes. 

Que le premier Courrier , par exemple , allant 
en Espagne, soit parti d'Orléans le lundi à 8 
keures du soir en faisant 7 lieues en 3 heures, 
<et que le second Courrier, allant apr^^s le pre- 
mier , soit parti le mardi matin à 10 heures de 
jîaris, supposé à 34 lieues d'Orléans , en faisant 
^l î3 lieues en 4 heures, on demande le lieu de 
leur rencontre. 
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Pour résoudre cette question , il fautprendrtf 
la différence de 8 heures du soir , à lo heure» 'j 
du matin , ce qui donne 14 heures; et comme 
le premier fait 7 lieues en 3 heures ,.on aura I 
par cette proportion : ] 

3 heures . « lieues ^- j a heures . 2A iieucs j 

Lesquelles étant ajoutées avec les 84 lieues d*ar \ 
vance ,\lonneront 84 -f- ^ ou ^ lieues pour la -! 
distance de Paris où étoit le premier Courrier, ! 
lorsque le second est parti. Ensuite on fera ; 
comme ci-dessus , cette proportion ; 

j 3 Iieucs . A heures — — ^, lieues . ^ ^ heures * j 

nombre d'heures nécessaires au «econd Courrie»-^ 
pour faire le chemin œ. *] 

Mais pendant ce même nombre d'heures, le^j 
premier Courrier aura fait un chemin qu'on ; 
trouvera ainsi : 

*^ hcurci . i-T lieues -*— ^ *** heures • JLl. ^ lieues^ 

L'on aura donc l'équation a: =y| jp -4- ij? ^ 
cVoîi l'on tire, par les règles expliquées ci-àes^i 
sus, :r = 2.36 H-rr? chemin du second Cour^ ^ 
rier, lorsqu'il aura attrapé le premien . • 

XXIV. 

Lorsque les premiers Algébristes ont eu trouvé ] 
la soluticrti de quelque que:stion qui les întéres- 
soit, ils n'ont guères manqué d'en faire dîfl[&- ^ 
rentes appHcatioris en variant les nombres don- 
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r nés dans ces questions. Par exemple, ils auront 
[ répété plusieurs fois la question précédente , 
' en changeant les rapports des vitesses des Cour- 
riers , et la distance entre leurs départs. Dans 
ces «iifférentes applications , ils ont senti qu'il 
y avoit une partie de l'opération qu'on répétoit 
il chaque exemple particulier du même Pro- 
blême , et qui pouvoit se faire une fois pour 
toutes en cherchant quelque solution , où l'on 
ne se restreignît point à tel ou tel nombre par- 
ticulier , mais qui fût générale pour tout nom- 
bre donné. Pour faire voir ce qu'ils ont ima- 
giné à ce sujet, nous allons reprendre le Pro- 
blême précédent, et le traiter le plus généra- 
lement qu'il est possible. 

Soit exprimée la distance qui est entre les 

deux Courriers par làlettre , . . . ^ , 

on fera de cet a le nombre de lieues qu'on 
Voudra, lorsque la question sera poussée jug- 
qu'à la fin. 

Soit exprimé ensuite le nombre d'heures dont Solution du 
le départ du premier Courrier a précédé celui fjj^nf"pris^fil^' 
du^ second parla lettre. - ^ uciuleuiem. 

Que la vitesse du premier Courrier soit telle 

qu'il fasse le nombre de lieues c 

pendant le nombre d'heures , . , . d 

Que la vitesse du second Courrier soit telle 
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qu'il fasse le nombre de lieues. . • . / • <i. . (j 
dans le nombre d'heures ...*...■..*. jf* i 

Soit enfin comme dans la solution particu' 

lière le chemin que le second Courrier doît 

faire pour joindre le premier. . . . ^ . .*•. x 

On emploie les C'est une attention qu'on a communément 

Sreniiéres lettres * 

e Taiphabet , daus l'Algèbre de prendre les premières lettres 

pour exprimer o i i ^ 

ceqiieroncon-^ ^byC^ ett. de l'alphabet, pour exprimer les 

noit , et les der- ^ i i • i 

niiîrcs pour ce quantités counues , et les dernières s ^ t^u^x^ 

qu'on ne cou- . -, , 

noiipas. ctc. pour Celles qu on cherche* 

Pour trouver présentement , à l'exemple de 
la méthode qu'on a suivie dans l'exemple précé- 
dent , le chemin que fait le premier Courriet 
pendant le nombre d'heures b , il faudra cher- 
cher le quatrième terme d'une proportion , dont 
le premier terme soit le nombre d'heures ^,le 
second le nombre de lieues c , le troisième lé 
nombre d'heures b^ et il est clair que cette, 
opération se fera, comme dans toutes lesautrta 
règles de trois, en multipliant le second et le 
troisième terme, l'un par l'autre, et en divisant , 
^ leur produit par le premier terme. 
Les lettres qui Quant à la manière d'exprimer le produit d« 

se suivent sans .• , . . 

aucun signe en- ces termes qui ne sont plus comme ci-dessus 
"^^ ^^se mui-des chiffres, mais des lettres propres à expri 
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^P »cr. j^ç^ jçg nombres quelconques , ce qu'on a 

trouvé de plus simple , c'est de placer à côté 
l'une de l'autre , les lettres qu'on veut mulli- 
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ï plier ; à Tégard de la divi3ion, dous avons déjà 

: vu qu'en Algèbre , comme en Arithmétique, on 

^ mettoit une barre horizontale entre les quan- 

' tités qu'on veut diviser. 

Par ce moyen la proportion précédente s'é- 

. . . , . bc 

cnt ainsi aie -=2 b: — r-- 
d 

Ayant donc --r— pour exprimer le chemin que 

le premier Courrier a fait avant que le second 
soit parti, si on ajoute à ce chemin la distance 
a qui étoît entr'eux , on aura pour le chemin 
d'avance du premier au moment du départ du 

fécond « H — — . 

d 

Pour trouver ensuite le chemin que le pre- 
mier Courrier fait pendant que l'autre court aprè3 
lui et qu'il parcourt x j commençons , ainsi que 
ci-dessus , par trouver le temps que le second 
Courrier met à parcourir l'espace se y ce qui se 
fera par le moyen d'une proportion 

' fa: . 

t:j=:as:^ — dont le premier terme sera le, 

pombre de lieues e j le second , le nombre 
jd*heures jO le troisième, le nombre de lieues 

U,et le quatrième, le temps cherché. 
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Or , quel que soit le nombre d'heures — 

qu'ait couru le second Courrier pour attraper 
le premier , on sait que si on fait une proportion 
dont les trois premiers termes soient, i^. le 
nombre d'heures d\2^. le nombre de lieues c; 

3^. le nombre précédent , le quatrième 

e 

terme sera le chemir> que le premier Courrier 
a fait dans le même tems que le second a par- 
couru X. 

fx' 

Cette proportion s'écrira ainsi d : c = — 

e 

fa: 
c X nombre de lieues faitps par le premieç 



Courrier, pendant que le second parcourt :r. 
Mais le chemin du premier Courrier ajouté 

avec le chemin /z H ■- qu'il avoit d'avance, 

a 

doit égaler le chemin du second, 

On a, donc l'équation a? ==^H — 4- 

d 

e 
~d 

Si on se ressouvient des opérations des frac- 
tions 



Horts , on doit savoir (Jue , pour ttiultîplier une 
fraction comme j pat 4, il faut multiplier le 

numérateur (*) et écrire— ^—ou^.Demême 



(*) On doit arbir. yu dànè l'Àritlicnétiqne , que le Ouméni- 
tpur d'une fraction est le nombre placé au-dessus de la barre > 
.)et qui sert de dividende ; de même qu*^on appelle dénominateur» 
le nombre qui est au-dessous de la barre , et qui sert de diviseur^ 
Le» dpéraiions d'Arithmétique, que je suppose ici, et dans 
beaucoup d'autres endnoirs de cet ouvrage j sont expliquées ss-^ 
sez clairement clans plusieurs Livres. Pour éviter cependant 
aux Lecteurs la peine d*y recourir , Je vais en peu de mots rap-^ 
peller ces opérations et les raisons sur lesquelles elleSs sont fon- 
dées. 

Pour multipliv une fractioA telle que 1 par 8, on multiplie lé 
Numérateur y par 8 , et l'on écrit le même diviseur sous leur pro- 
duit 4o > ce qui donntô ^ : la raisott en est claire ; car 8 foi^ 
^ septièmes doivent faire 4p septiéiïies , commue 8 fois 5 graur» 
deurs quelconques font 4o de ces mêmes grandeurs. 

Pour diviser î par 4 » ^ ^'^^^ écHre sous le numérateur 3 le pro- 
dnit 20 de 4 par le dénominateur 5 j te qui donne ■^. La raison 
m est que i cinquième devenant i vingtième ^ lorsqu'on le di*i 
vise par 4, 3 cinquièmes doivent deVenir 3 vingtièmes par lA 
toême divivon. 

Pour multiplier |- par ^ , on multiplie les numérateurs 5et ^ 
€t on divise leur produit 4o p^^ ic produit 21 des dénominateurs 
3 et 7, ce qui donne I7. Celte opération est fondée sur ce que lé 
|iroduit de \ par y doit être 3 fois plus petit que celui de 8 par |^ 
uiais 8 par 7 a donné Vi ^^nc \ par -f doit donner le tiers de -^ ^ 
c'est-à-dire f?-. 

Enfin, pour diviser -1 par -^y il £;mt niultiplier le numérateur 
3 de la première fraction par le dénominateur 11 de la seconde > 
tt diviser leur produit 33 pur le produit ao du dénominat«uT 5 

Tome L C 
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fx 
poUr multiplier — — par c , il faut multiplier c 

parjTo: et laisser le diviseur e, ce qui donne 

-^ pour c X ^^— ■• On sait de plus que quand 

on divise une fraction comme } par un nombre 
quelconque comme 6 , il faut multiplier le déjio- 

5 

minateur 3 par ce nombre 6, ce qui donne ^ 

cfx^ 
ou ■^. De même pour diviser la fraction 

par a y il faut écrire ~^~-. 
de 

Ayant ainsi changé l'expression précédente, 

* X d "1 — ,réquation qu'on doit résoudre 

e de 

A y» y» 1 X 

est ;r = /z H ; — | r~- Opération qui de- 

d de 

mande qu'on commence , ainsi qu'on l'a ensei- 
gné art. XVIII, par multiplier tous les termes 
excepté le dernier , par le diviseur de afin de 
l'ôter de ce terme. 



de la première fraction et du numérateur 4 de la seconde , ce qui 
donne -14. Opération dont on voit la raison en remarquant que-J 
divisés par 4, donneroient ^, et que | divisés par ^r qui sont 
1 1 fois plus petits que 4 , doivent donner un quotient 1 1 fois plu« 
grand, c*est-à-dir e f J-. 
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Nous aurons par cette opération^ de oe^-^ttade 

bcde - _ ^ 

H "1 h cjùc ou /^eo: = ade-^ bcô 

^cjx , à cause que — ~ — est la même chose 

que bce^ puisque la quantité^ ce reste la même 
lorsqu'on la multiplie et qu'on la divise par d. 
Passant le terme cfx dans le premier mem- 
bre , on aura dex — cfx ^=: ade -^ bce. 

Afin de trouver x dans cette équation , nous 
temarquerons que, si nous connoissions les nohfi- ' 
bres de ^ et ^jTqui expriment ce que contiennent ' 
d'x les termes dex^ etcfx^ nous retranche- 
rions le second du pt^mier, et que le reste qui 
lexprimeroit la quantité d'x contenue dans le 
premier membre de l'équation , serviroit de di-^ 
viseur au second membre, pour avoir la valeur 
de X, Or , sans cprinoître les nombres ^3?e et cf 
il est clair que de — cj^exprime leur différence, 
et par conséquent la quantité à'x quç contient 
le premier niembre de l'équation dex — cfx 
'=.ade »+• bce. Donc x a >pour valeur ce qui 
vient en divisant le second membre parcenom*- 

ade-^bce . . 

bre ^^e — cf Donc x = — ;,— ; et c est 

de — cj 

la la solution générale du Problême précédent; 

car qu'on sache à présent ceqùe c'est qua a^b^c^ 

^\ ^ jfy on n'aura plus qu'à en fairç l'usage, in- 
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diquépar cette valeur générale de a:, c'est-à-dîre,. 
multiplier successivement a, d,e,Yun par l'au- 
tre : ajouter à ce produit celui que Pon a en 
multipliant successivement bjCjC^çt diviser la 
somme de ces deux produits, par le nombre qui 
est la différence du produit de c par/au produit 
de d par e, et l'on aura par cette opération, 
telle solution particulière qu'on voudra. ^ 

XXV. 

Agftlîcaiion de Supposons, parexemple, comme dans rarticlé 

c^dcnte ^dc8 XXIII, que la distance entre les deux Cour- 

riers soit de 04 lieues , que le premier G)ur- 

rier soit parti 14 heures plutôt que le second, 

^ qu'il fasse 7 lieues en 3 heures , et que le second 

fasse 1 3 lieues en 4 heures , on aura : 

/ï = 34, ^ = 14, i? = 7 

d=: 3, e :i= i3, /= 4 

qui donneront ade = 34 X 3 X 1 3 , c'est-à-dire . 

= 102 X i3 = 13^6, 

*ci5=:i4X7X ï3=ifl74 

^t par conséquent ade-^ bc€=:^ 2600 

^e =z 3g, cf= 28 et partant de — ^jr= 1 1 

d'où Ton tirera 

ade^bce 2600 _^ 4 \ .> 

a:= , - ^ = = 236 H ainsr 

de — cj II II 

qu'on l'a trouvé dans l'art. XXIII. 

«•lion!'^ *^^ * Si on veut ensuite tirer de la solution gêné- 
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raie le premier cas cafculé dans l'article XXII, 
oîi les deux Courriers étoient supposés partir 
du même lieu , le premier ayant 9 heures d'a- 
vance , et une vitesse capable de lui faire faire 5 
lieues en 2 heures , tandis que le second en fait 
Il en 3. On aura dans ce cas 

a^=:Oy 6= 9, c = 5, 

//=2, e = II, /=3, 
et substituant ces valeurs dans la formule gène- 

1 1 A 9X5X11 
raleou valeurdeo:, onauraa:=~ — - 

2X11—0x3 

= ^ = 70 -h y ainsi qu'on l'a trouvé diins^ 
Varticle XXII. On fera de même tant d'au'ti^s 
applications qu'on voudra. 

XXVI. 

On n'a pas eu plutôt trouvé la manière de 

[généraliser un Problème en se servant de lettres 

tto lieu de nombres, qu\)n a presque toujours^ 

pris les Problêmes dans leur plus grande géné- 

ilité ; il faut donc accoutumer les Commençans 

kles traiter ainsi. Dans cette vue nous allons ré- 

udre le Problème suivant. 

Un ouvrier peut jairc un certain ouvrage proUé^me!"^^ 
^^rimé par a dans un tems exprimé par 
\un second fait V ouvragée dans le terris d , 
troisième l'ouvrage e dans le tems f ; ou 
amande é/uel tems ilfai^dra à ces trois Ou- 
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vriers travaillans ensemble pour faire /*û 
çrage g. 

. Soit X le tems cherché ; on aura Touvk 
fait par le premier dans ce tems , en fais 

la proportion suivante : 

, ai> 

b: a=^ x:-—— 
b 

On aura ]'ouvrage fait dans le même te 

par le second Ouvrier en faisant la proportic 

ex 
d\c == x\ —j^ 
a 

Enfin on aura l'ouvrage fait dans le me 

tems, par le troisième Ouvrier, par le me 

de cette proportion : 

. ■ /—^^^ 

^ ex ex av ,, 

Donc -^ h _ H — • est l'ouvrage 

J d b 

frois Ouvriers lorsqu'ils travaillent enser 

pendant le tems cherché ; mais cet ouvrage 

égaler ^; on a donc l'équation 

ex ex a x 



f ■ d ' b 

Pour la résoudre , on rriultipliera , suivar 
principes de l'article XVIII, toute l'équat 
par le produity^/^dcs diviseurs, et l'on a 
çdbfx edhfx afdbx , ,^ 

J 4 b 
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réduit à edbx -^fcbx -f- a dfx = bdfg^ 
dans laquelle remarquant que edh -^Jcb -f- adj* 
doit exprimer le nombre à^x contenus dans le 
second membre , on aura 

bde-\' bcf-^ adf 

XXVII. 

Pourfaire quelqu'application de ce Problème,' Exemple ^ 
supposons qu'un Maçon ait pu faire 7 pieds cou- 
rans d'une muraille en 5 jours, qu'un second 
Maçon en ait pu faire 10 en 3jours,etun 
troisième 1 1 en 4 jours , on demande le tems 
dans lequel ces trois Maçons travaillans ensem- 
ble , feront i5o pieds courans de la même mu- 
raille. 

On aura par ces suppositions a =-7 ; ^ =: 5 ; 
^=10; ^=3; e= ii*;jr= 4; ^= i5o; et 
partant ^ ^î?/^= 5 X 3 X 4 X 1^0, = 9000; 
bde=z5 X3 X II = i65; ^c/=:5 X 10 
X 4 = ^00 ; rt^ df=, 7 X 3 X 4 = 84 » ce 
qui donnera pour la valeur de x 9 ^^/-y ou 2,0 
+4^ nombre de jours dansièquel l'ouvrage pro- 
posé sera fait. XXVIII. 

Supposons maintenant qu'pn demande en quel 
temps un réservoir de iioo pieds sera rempli par -^«^^^ "«"* 
trois tuyaux , dont le premier pourroit remplir 
9 pieds cubes en 2 ^ jours , le second i5 pieds 

C4 
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cubes en 3 j jours, et le trobième 19 pieds 
culbes en 5 ^ jours ; on aura ^5 = 9;^= 2^, 
ou^;6==?r5;// = 3j,ou ■îp;e:;=i9;jr=3 
5^ou^;^=2oo. (i) - 

Par les substitutions on aura, ..*....* 



(T = 



iX^Xi9+îXiôX^+9X^X^ 

a 10000 . 



devient 



SX3X4 



95o lôyS 189Q 

1 H 

^X3 2X4 3X4 

Pour réduire cette quantité, je multiplie le 
pumérateur et le dénominateur de la première 
fraction du diviseur par 4 ; le numérateur et le, 
dénominateur dé la seconde par 3 ; et le nu-, 
niérateur et le dénominateur de la troisième par 
s. , ce qui change la quantité 
2 i coco 



en 



2 X3X4 



38oo 47^5 3780 

■4- 



:2X3X4 ^X3X4 4iX3X4 

SI 0000 

rx3X4 



3^3 



^"■^.aSoô"' ^" ^°^' ^" '^ "^ ^*^ 



aX3X4 



""•" • — . — - — ■' — - ■ ^ ' '♦ 

(1) On avertit ceux qui no ronnoisst'iii pas les JiHcinons do 
Gv<unçU^' , '^u.e le pied cube cm une mesure de cii;»îiciic. 
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nombre cherché des Joure qu'il faudroît pour 
remplir le réservoir donné , en laissant couler 
les trois tuyaux à la fois. 

XXIX, 



5 de» 

suiv • 



On voit par les deux Problêmes précédens , L<îs rè^lci 

*^ ^ ^ art. X et s 

que les règles qu'on a données f art. X et suiv. 1 suffisent pour Je» 

, j , . . -'équations lutéî 

pour résoudre les équations numériques dti pre- laksi. 
mier degré , peuvent également s'appliquer aux 
équations littérales ; mais on voit en même- 
tems que ces règles sont trop succintes pour . 
que les commençans n'aient pas besoin qu'on 
les conduise encore dans la manière de les em- 
ployer. Nous nous croyons d'autant plus obligés L'apfllcaiion 
à les aider par u^ grand nombre de ces applica- ^^^^,^,1 nÉ^i<^ 
tions , que c'est probablement à un pareil tra- ^^f/^"^'^^^^^^^^ 
vail qu'on doit plusieurs opérations d'Algèbre S^*^^^^* 
très-utiles , que nous allons , pour ainsi dire , 
découvrir chemin faisant. 

Soit proposé de résoudre l'équation 2 a c -h- 
ab — aoczi^'^ a c -^^ tf, a x-^ b a ù — d x. 

Je commence par passer les termes *i ac et Piemirrexem- 
— bai? dans 1 autre membre de i équation en av'qiiniious nv* 
les changeant de signes , ce qui me donne n a c 
'h a h — ace — 'èac^bab^z^ax — dx. 
Je passe de même le terme — ^ a: de l'autre 
côté, en observant aussi de changer son signe , 
cequi me donne 2 aç^ ab — 3 arc-\- 5 ab 
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= a ô .^ — dx ^ aœ. Je réduis ensuite ce 
équation , i^. en ajoutant /ï^ avec bah ^ 
qui me donne 6 ab } 2P. en mettant --^ ac 
3ieu des termes ^^zcet — ^ac\ 3^. en met! 
3^53? au lieu de ^ /ïic-hâîir; ainsi l'équat 
proposée devient 6 ab — «^ = 3^07 — d x 

- 6/2^ — ac 

donne. 5?= —- j-. 

Sa — d 

XXX. 

Deuxième Soit 5/z^H- %a X — 3b d = 2 ah — 5 
ïution d\'-<iua- ^jùd — a c — d X'^xQS termes o a'o — 6 

tions littcruics." i . i r » o » i i 

deviendront — o/z&H-o^/zen passant dani 
second membre , et les termes — ba x — 
deviendront ^5 a x ^dx en passant dan 
premier ; on aura donc nax-^bax-^i 
^=12 a h -{-j h d — ac — hah-\-!ibd • 
se réduit ky a x -^ d x -=.10 h d — ?> ah — 
en mettant 7 ^^ a: à la place à^ 2 ax-\- b a 
TO Z^ ^à la placé de 7 h //H- 3^^/, et — 3 
i la place de i/z^ — bah. 
• Dégageant présentement x de cette équal 

10 h d — ac — 3 ah 

en aura'c27=? . 

j a H-^z 

XXXI. 

«fuimtiVs' à leur Dans lii résolution des deux équations ] 
pwLion.^^^ ^^' cédentçs , on a eu besoin de réduite à une ] 
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'simple expression differens termes de même es- 
pèce , tels quea ac et — 2ac;5apetai, 
etc. comme cette opération est presque tou- 
jours nécessaire dans les équations à résoudre 
et dans les autres parties de l'Algèbre , les com- 
mençans doivent chercher à la pratiquer faci- 
lement. Pour leur en donner le moyen , voici 
quelques exemples : 

Soit \5 abc — i3l/ c d — >] ah c -^^(^hçd q^ ^ppel 
-^5«^/-4-9«^c-l-6cA /àrcduire. '^rlo. 

On prendra d'abord les termes i5 ah c^ — S^t^ait^^^^^^ 
^-^ a b c ci g a bc qui sont de même espèce , et ^^"^ préctSdcs 
on ajoutera les deux termes t5 ah c ct^ab c ^ 
qui sont l'un et l'autre positifs, c'est-a-dire, affec- 
tés du signe H- ; on retranchera ensuite de leur 
somme laquelle est 2.\ a h c ,\q terme "j ah c k 
cause qu'il est négatif ou précédé du signe — ; par 
ce moyen 17 abc sera ce que deviennent les 
trois termes i5 abc — 'j a h c '\- g abc. De 
la même manière , au lieu de ng bcd — 
iS hc d ^ on mettra 1 6 h c d. Quant aux termes 
— 5 ahfçt 6 chi qui sont seuls de leurs es- 
pèces, on les écrira tels qu'ils sont, ainsi la 
quantité réduite sera \j abc -+- iCbcd — 
h ahf-\-6c}ii. 

Soit \ ah — ^ ac -^r^ax — ad '\- j ab - 
-r^-^ ax , on aura en réduisant ^ ab '-\:-^ nx 
^-^(ic — ad^ 
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La quantité s.acd '^^ bach — 3acd -i» 
Z ac h — 6 bfi deviendra en réduisant •— 
acd — 2.ach '^ 6bfi^ qui étant entière- 
ment négative, montre que la quantité qu'on 
vouloit réduire renfermolt plus de négatif que 
de positif. 

X X X I I. 

H est à propos d'avertir ici que la réduction 

qu'on vient d'apprendre dans les exemples pré- 

ccdens , est absolument la même règle que celle 

.•Addition qu'on appelle l'addition ; car lorsqu'on se pro* 

ttw^^o cm- P^^^ d'ajouter deux quantités quelconques , il 

que la pr<5-sufRt de Ics écriVc de suite, et de les réduire 

après à leur plus simple expression : qu'on ait 

besoin, par exemple, d'ajouter la quantité 6ah 

— 2,ac — ^ad avec 3ab ^ ac — ^ ad -+- 
' Z'jT, il n'y a autre chose à faire que de réduire 

la quantité6«Z» — 2,/Z6* — 3^z^/-^-3^^^-|•^C 

— :ar/^-+- bfy ce qui donnera donc gab — ^ 
ac — bad-+- Z^y pour la somme des deux pro- 
posées. 

Si on veut ajouter les deux quantités 2.ac 

— 2ad ^ af çX, ad -^ bac — 2 af^ il ne 
s'agira que de réduire la quantité s ac — 'iad 
n- ^-4- ad — ô^zc — 5i aj\ La réduction faite 
il viendra — - ?>ao — fLad — af. On s'éton- 

. uera peut-être d'abord qu'une Ad!ditipn puisse- 
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AÎeneHi wne quantité négative ; mais Ton trou- 
vera bientôt le dénouement de cette difficulté^ 
en remarquant qu'il faut nécessairement, ou 
que les deux quantités nac — ^ ^ud-^ ^f ^^ 
ud ^— bac — a /zjT soient toutes deux néga- 
tives, ou qu'au moins l'une des deux soit né- 
gative et plus grande que l'autre. 

C'est ce qu'on reconnoîtra plus facilement , 
en faisant quelques exemples en nombres. Sup- 
posons d'ab«rd que /z=:2, ^ = 3, ^/=3=4, 
jr= 5; dans ce cas,' au lieu de % ac -—3ad 
-f- aff nous aurons la — 24 -h lo ou simple- 
ment — 2 , et au lieu de ad — 5a c — 2 af 
il viendra 8 — 3o — 20 == — 42. Ainsi leur 
somme sera — 44 > et on ne sera pas étonné 
que la somme de deux quantités négatives 
soit négative. * 

Supposons ensuite que ^ = 6, c = 5, d-=i 3, 

y*=z= £, on aura 2ac — Zad^ afz=z 18 et 

ad — bac — 2af=^ — i56. Or, comme la 

seconde quantité est négative , et plus grande 

que la première , la somme doit être négative. 

X X X I I I. 

On demandera peut-être si on peut ajouter Comment o 

* ^ ' peut dire ^uc 

le négatif avec le positif, ou plutôt si on peut l'^n ajoute tm 
4ire qu on ajoute une quantité négative. A qugi iir«. 



t 
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je réponds que cette expression est exacte* i 
quand on ne confond point ajouter avec aug-» 
menter. Que deux homnies j par exemple ^ 
joignent leurs fortunes , quelles qu'elles soient, 
je dirai qu'ils ajoutent leurs biens ; que l'un 
ait des dettes et des effets réels ^ si ses dettes 
surpassent ses effets , il ne possédera qu'un bien 
négatif j et la jonction de sa fortune à celle du 
premier , diminuera le bien de celui-ci , en- 
sorte que la somme se trouvera , ou moindre 
que ce que possédoit le premier, ou même 
entièrement négative. 

On tîre encore . XXXIV. 

de l'opëration t r , - • r i 1 • 1 

prëcëdentc la ' La reduction enseignée dans les articles pre* 

soustraction Al- , i , . , 

çcbrique. ccdcns , donne encore naissance a une autre 

règle d'Algèbre , la soustraction ; car , par exem* 
pie , lorsque dans l'év^ualion :l ae-^ ab ^ ax 
= 3/Z6'-|-s/za? — h a b — dx [ art. XXIX ] , 
on a passé les termes 'è ac — b a b de l'autre 
côté , en les changeant de signe , et qu'on est 
arrivé k Péquation îLac-^- a b — ax — 'è ac 
-^hab :^=-^ax — d X ^ ou — ac^6 a b — 
a x^=.^ ax — dx , je dis qu'on a retranché la 
quantité ?>ac — b ab de laquantité f^ac-^-ab 
— ax ^X. que le reste est — ac -\-6 ab — a x^ 
Car en faisant disparoître 'àac — bab du se- 
cond membre de l'équation , c'est une sous- 
trac*tion qu'on a faite de cette quantité; or, 
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pour que Pégalitésoit conservée, il faut qu'on 
ait fait une pareille soustraction de l'autre côté; 
donc ^ac •-^ab •— ^ïa? — ^ac-^^ ab y ou 

— aç-^ôa b — «a? est cequi reste de la quan- 
tité ^ ac*+^ab -^ a X ,lorsqu'on en .a ôté 3a c 

— bab^ 

Ainsi lorsqu^oii a deux quantités dont l'une jQ^suactlô^ '* 
doit être soustraite , il faut changer les signes 
de celle qu'on veut soustraire , l'écrire à la suite 
de Tautre , puis faire la réduction des quantités 
de même espèce , ce qui , indépendamment de 
ce qu'on vient de dire , pourroit se démontrer 
de la manière suivante. 

Soit la quantité fi^ac-^ab — ax dont on se^ 
propose de retrancher la quanti té Zac — bab. 
Il est évident que si on vouloit retrancher de la « 
première quantité simplement Zac ,\\ faudroit 
écrire a ac-^ab — ax — 3 ac ^ mais en re- 
tranchant la quantité 3 ac au lieu de 3^z<; — 
bab\ on retranche une quantité trop grande de 
habi donc il faut ajouter les b ab qu'on a ôtés 
de trop en étant. 3 // c. Donc il faut écrire une 
^ab — a X — 3« C'-{-b ab pour le reste de 
^ac-^ a b — ax lorsqu'on a ôté Z ac — 
5.tt b. 

Afin de s'exerœr dans cette règle qu'on sent 
j bien devoir être employée souvent , J'ajouterai '"^ 

les exemples suivans; 
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T)è 5 a /j^ lofg — 3/zc-f-2^e si o 
tranche 2 /z iJ — SJg^6ac-\-de^\\r^ 
èai-+- 1 6fg — 'iac^iide — !2, ab-^- 
— 6 a c — rfe,ou3rtJ^H-i Sfg — 9 /z 
de. 

De la quantité 6^2 è ^ -f-3 ag h — lo 4 
si on retrancher bc— 10 ae b -^8 agh 
aura \6aeh — -abc — 10 bc d-^ x\ a g 

De la quantité 3âtc-f-/z^+^esionre 
che la quantité — ac — 'èaby il viendra i| 

XXXV. 

On augmente 

lorsqu'on en Si on s^étonhc quc dans cette Sousti*a( 
quantité n'dga. 1^ reste \ac -\- \ab -^ b e soit plus gi*and 
^■^^* • la quantité Zac '■\' ab -f- be dont on se 
posoit de soustraire -^^ïc — ^ab^ cène pc 
être qu'en confondant, soustraire et dimîn 
car si on reConnoît, au contraire, que sousti 
une quantité quelconque, a , par exemple j d 
autre b , c'est savoir de combien b surpass 
on trouvera très-possible qu'une quantité 
mente par une soustraction. Qu'on demai 
par exemple , de combien un homme est 
riche qu'un autre, si ce dernier n*a que 
dettes , on verra bientôt que Texcès de ricl^ 
du premier sera ce qu'il possède, plus 
somme égale aux dettes de 'l'autre. 

XX} 
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XXXVI. 

. i . ~ Troîsîém 

Soitproposéde résoudre présentementl équation exemple de ré- 

* *. *■ * solution d'ëqua 

C.7) ac _ 4a d tiens lirt(îralw* 

SLa . £. ^ 3 ^ 

pour faire dîsparoître d'abord le diviseur s, a ^ 
on le fera servir, suivant l'art* XV , de multipli- 
cateur à tous les termes de l'équation, et l'on aura 

c±' _^ ==^aX^ 5 ; 

mais au lieu de ^ c? X ^^ > il est clair qu'on peut 

mettre ^ aac ^ puisque le produit de s iz par 

a c doit être double de celui de a par ac y et 

que le produit de a par a c doit être a u c.T)t 

même 2,ayC, x sera 2, ax et ^a dy, 2a , sera 

^a a d; car le produit de a d par a est aa d 

et celui de ^a d par 2 ^"doît être octuple de 

celui de âj^/ par ^2* 

^ i . fi aaô 

L'équatiôn est donc changée encx — 



2b 



Saad aac 



:siz2ax --^ — y OU ex — — - — :s=2 à (X> 

ÔC b 

^aad 2aac aac 



à cause que ; — oii — - — sont 

6c ^ 2b. b 

la même chose ; rriultipliant alors tous les ter- 
mes de cette équation par b , elle deviendi'a 
Tome h D • 
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' y .r » 8 aad ^^. 

hY.cx^- aac'r=i!LaoùY.b — X^ou 

6c 

■ _ ^aab d , , ' 

^60? — aac:2=i2ab X quisecnai> 

oc 

gcra encore en c^a?X 3 c — aac YJic=2.a^x 
X3c — ^aabd^ouZbcc X — Zaacc =. 
6ab c X — ^aabd\ caries produits* de 6' par 
cbx^aacet^sabx seroient bec x ^ aacc j 
2 a b c X y et par conséquent ceux de 3 c par les 
mêmes quantités , doivent être triples , c'est-à- 
dire, 3bçcx,3aacCy6abcx ; transposant 
présentement , on 9ura 3bcc x — 6 abc xz=^ 
3aacc —8 aabd qui donne enfin x =^ 
3aacc — ^aabd 
3 b ce — 6 abc. 

X X X V I L 

Dans l'exemple précédent , la multiplication 

de quelques quantités qui contenoient les mêmes 

lettres , a donné la répétition de ces lettres dans 

les produits : or, comme les Algébristes cher- 

Un cliiffre chent touîours à s'exprimer de la manière la plu5 

place au-dessus ... 

et à droite dw courte , ils ont imaginé , au lieu de répéter une 

lettre, désigne ... . 

ce qu elle auioit lettre plusicui's fois de suite , de ne l'écrire qu'une 

^tc répdtëe de *, , 

fois par la raui- sculc fois , en plaçant au-dessus de cette lettre^ 
et a sa droite , un cnillre , qui désigne le nom- 
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hte de fois que cette lettre devroit être répétée* 
ParJà , au Heu de Texpression précédente 
2aa ce — ^aah d 



a? = 



on écrira x == 



3 ùcc :— 6 a If c 
3a^c^ —^a^bd 
3 bc^ — 6 ab c 



Lorsque dans une opération on aufa besoin Êtdanscecas 

j » T 1 1-1 la lettre est dite 

de aaa^c est-à-dire , du produit de ^ â^ par a , élevïîe à la çuis- 
ou de a multiplié par lui-même deux fois de par ce chxîbrt, 

I o T-\ A qu'on appelle 

suite , on mettra simplement a^. De même au exposant 
lieu de ce c t? , c4. Lorsqu'une lettre est ainsi ré- 
pétée ou plutôt censée répétée à Paide d'un 
chiffi-e > on dit qu'elle est élevée à la puîssaAce 
exprimée par ce chiffre , et que ce chiffre est 
son exposant. Ainsi c4 ou cccc(\ix\ est le pro- 
duit de c trois fois par lui-même , est dit c élevé 
à la quatrième puissance , et 4 est son exposant* 
il faut bien prendre garde de confondre les 
chiffres qui servent d'exposant avec ceux qui Les ctiffroii 

.11 111 1 A 1' qui sont à eau-* 

sont à la gauche des lettres etsur lameme ligne, cheetsur bmê- 

t /r» • 1 . « lïie liénc sont 

ceuX'Ci sont nommes coefficiens ; dans J^a^ c ^ nommé^coeffi»^ 
par exemple , 4 est le <:oefïîcient du terme , 2 est "^"** 
exposant de /z. 

X X X V I I L 

Soit l'équation x OuatrîAiu 

, - ^ ^ excmpledcrésô' 

%ab^ X b ac^ 6 c d- lutioa d'équa- * 

_ «. ^ O et : tiow litlt^rale». 

3c^d b'^ a^ 



D 



% 



1 
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Je» mullipllaDt tous ses termes par le diviseur 
3 c^ d, on aura 

— SxX^C^d. 

Pour faire ensuite les multiplications indi- 
quées parles signes X 9 nous remarquerons d'a- 
vance que a c^ multiplié par c^ d doit donner 
pour produit ^c4./3?; car si au lieu de /z c^ et de 
c^ d y on écrivoit a ce et ce d^ ainsi ^qu'on le 
pQurroit, on verroit tout de suite que le pro- ' 
duit de /zccparcc ^seroit acece d\ c'est-à- 
dire , suivant l'article précédent aci d. Ayant 
donc a c4 ^/poiir le produit de a c^ par c^ ^ , il 
est clair que lô ac^ d sera celui de b ac^ par 
2,c^d. 

De la même manière , on trouvera 18 c^ â^ 

pour le produit de 6 c ^^ par 2>c^ deK ()C^ d x 

pour celui de Sa? par Sc^ d. Donc l'équation 

r ri 1 ' , ibac^d 
précédente se changera exx^ab'^ a? •+- — ^ 

i8c3//3 



— qc^dx, # 

Multipliant ensuite cette nouvelle équation par 

l'èb^c'^d^ 
^2jelfedevient2^z^4 X'+^i5ae^d:=; 



a- 



— ^ b^v^ dx , et multipliant de même celle-ci 
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par/z^ ,on aj2/z3 ^4 x^iô a^ ci d=:iS i-c^d^ 
— pA^^^^a^^ qui donne en transposant 2 /2^i64a? 
-h gb^a^c^ dxz=. i8 b^c^d^ — iS d^ c^d 

d ou I on tirç enfin x = • r-r^ ; ,. 

^a^bi-^-ga^b^c^d 

XXXIX. 

Dans les deux exemples précédens , on a €*u .^J^^^p^g"^*''*^^* 
besoin de savoir multiplier des quantités expri- ^^"^t qt'^n ilr^ 
mêes par un simple terme, telle que que \ady ^^* 
9 ç^ d, etc. qu'on appelle communément quan- 
tités incompltexes ou monômes , et l'on a trouvé 
en mème-tems ce qu'il falloit pour faire cette 
opération. La méthode générale qui résulte des MuItîpUcatioa 

, 1 • ^ 1 desquauiitcsin^ 

raisonnemens qu on a employés dans ces exem- complexes, iire« 

_i ^* >• > 1 * (ies acux exem- 

ples particuliers y c est de commencer par mui- piespiWdens, 

tiplier les coefficiens ; d'ajouter ensuite les expo-' 

sans des mêmes lettres, et d'écrire de suite celles 

qui sont différentes. Ainsi, suivant cette règte, 

'èa^ b^ dy^^a^ bd^=^^\ al b'^ d}\ 
\a^cdX-,ac^bd=^a'^ci bd^=^a'^ci b d^'^ 
\ac^ de X 9«^yk= ^ ^^ ^^ defg^ 

X U . 
Soit réquation 1^ 4- l|i: = 1^ - 3 .; ^^:^^^ 
en multipliant tous les termes par a b^ ,. J^aarar 
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a^ cH ^5 = 6 ab^\ multi- 

6 a c 

pliant ensuite tous les termes par 3 /z , j'aurai 
3o oP" b"^ 
c 
faisant encore la même opération pour chasser 
le diviseur c , il vient 3a^ c^ •+- Sb^ c^ 37= 
3o âja ^3 — \% a^ b^ c ^ d'où l'on tire 

"ioa^ b'^ — \^a^ b^c — Za^C' 

xx=i — qu'on 

S b^ c^ ^ 

peut encore écrire ainsi : 
_ 3o a^ b^ iSa^b^c Za>c^ 

que 8 b^ c^ divisant toute la quantité 3o a^ b"^ 
-r- i8 a^b^o -^ — Sa^ c^ divise chacune de ses 
parties. 

Or, la valeur d'à? , ainsi écrite, peut avoir 
une plus simple expression en réduisant chaque 

terme. Lar , i". au heu de -rr-; , on peut 

Sb^c^ ^ 

j5 a^b , , 

mettre — , parce qu*on peut regarder le 

numérateur, comme le produit de 2ii62parI5^z2i&, 
et le dénominateur comme celui de la même 
quantité 2. b^ par 4 c^ ; divisant donc l'un et 
î'autre par la même quantité 2. b^ \ il vient 
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i5a^ b ,. ■ i8/23 b^c 

. ; 2". au heu de - ^ , , on peut 

4^2 ^ b^ c^ ^ 

mettre - — ; car le numérateur est le produit 

desi^^ cpar 9^^^ , et le dénominateur est le 
produit de la même quantité 2 b^ c par 4 c;. Au 

heu de =-7 , on peut mettre .^rr'' JLJonc la 

Sb^c^ ^ Sb^ 

, „ ,j . JÔa^b 9<z2 3^x3 

valeur dx réduite est ^^^ — — ?rT-- 

4c^ 4 c 8i&^ 

• X L I. 

La méthode qu'il faudra suivre généralement Divîsîon ie 
dans toutes les opérations de même nature que ^^exel^/ilî^^^^^ 
les précédentes , c'est-à-dire , dans les divisions «t exemple, 
des quantités incomplexes , est aisée à tirer de 
ce qu'on vient de dire , sur-tout après avoir vu 
la multiplication des quantités incomplexes. On 
peut énoncer ainsi cette méthode* 

Diviser d'abord les coefflciens si la division 
çst possible, ôter les lettres qui ont les rriêmes 
exposans aux numérateurs et aux dénomina- 
teurs , diviser ensuite les lettres qui auront des 
exposans differens dans le dénpmihateur et dans 
le numérateur , en retranchant lés' plus petite 
exposans des plus grands , et en laissant les ex- 
posans résidus du côté où étoient les exposans 

D4 
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ks plus grands. Quant aux lettres différentes , il 
n'y a autre chose à faire qu'à les copier. 

Comme cette opération est très-souvent né* 
cessaire, il est bon de joindre ici quelques exem- 
ples pour en faciliter Tgsage aux commençans. 
ga^d^ù^\ 3aA^ iS ai icd ga^cd 
Saic^ d^ c^ ' 14 a b^ 7 A ' 

W]ct^b^t^ ba^bic^ abc^ 

. X L I I, 



^2 /jj 

Sixième cxem- Soit Péquation 7 ^r dc-=i b .V — ac. 

>lç4erë8qiution * tl C 

i'<kpatioti5 lit- 

éfalw, Vovlx faire évanouir le diviseur A — c , il faudra 

ainsi que ci-de8sus , multiplier tous les termes 

par ce diviseur , ce qui donnera aa x^b — 

X dc:==^bx — ac X b — e ^ où j'ai observé, 
1 o. de mettre une barre au-dessus de i^ — c dans 
le premier membre , parce que sans cela on pour- 
ront croire qu'il n'y auroit que c qui dût multi- 
plier de ; %^, de mettre des barres au-dessus dç 
b X' — a c ^làt b — c.dans le second membre , 
afin qu'on voie que ce sont ces deux quanti té^. 
entières qui doivent se multiplier, 
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Cest une attention qu'il faut avoir toutes les Usage des barrca 

. au-dessus des 

lois qu'on veut désigner des produits ou des quantités, le nw- 

j . . , !• i> me que cçlui des 

puissances de quantités complexes ; au heu d une parentkc^cs. 
barre , on se sert quelquefois de parenthèses. 

Ainsi a4 Q a-h^y, ou ai Y^a^ b signif>ent 
également le produit de «4 par <2 -h i6 ; (r/ -f- A ) 

X ^Ah-//)ou/z-+-Z» X >^H- d le produit de 

«H-i&par A-+-^;(jfH-^^)^ou^-H^^la 
quantité^H-^^ élevée à la puissance dont l'ex- 
posant est 3, c'est-à-dire (art. XXXVII. ) 
multipliée deux fois par elle-même. * 

Ils'agitmaintenantde faire les multiplications 
indiquées par les signes X. Soit proposé d'abord 
de multiplier de par h — r , il est clair qu'il 
faudra multiplier de par h et en retrancher, le 
produit dç de par c; car b t- e étant nias petit 
que ^dec, son produit par ^6' doit être plus 
petit que celui de b par de , de hi quantité 
c X de. Donc le produit de b --^ c par de est 
bcd — eed. 

Venons présentement au produit de b x — a c 
par b — e ; pour le trouver , je commence par 
remarquer qu'en prenant les d^ux termes bx 
— ae pour une seule quantité, son produit par 
^ — c doit être , suivant ce qu'on vient de voir, 
la quantité dont le produit de /^ 5? — ae par b 
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surpasse le produit àeb x — ac par c. La queSf 
tion est donc réduite à deux multi^plications de 
la nature de celles qu'on vient de faire et à une \ 
soustraction. 

La preiijière de ces deuxmultipllcations, celle 
de i6 a? — ac par b , donnera b b x ^^ a bc\\di 
«econde celle de b x — ac par c , donnera b xc 
— ucc\ re&te donc à retraiîcher cette dernière 
quantité de la première , ce qui donnera , sui- 
vant l'art. XXXIV, b b x — abc — bc X-+-* a c^, 
et c'est-là le produit à^ b x — ac par b — c. 

a^ X 
De sorte que l'équation — -^cd 



:=z b X — ac j ou a^ œ -^r b — c ^ ci 
^=ib X — ac yc^b — c est devenue a'^x -+- bcd 
— c'^d=zb'^x — abc — bcx ^ ad^, qui, par 
le3 transpositions ordinaires, àovmer^bcd — c^d 
-^abc — ac^=zb^x — bcx — /za.r,ouenfii> 

bcd — c cd+'abc — a c^ 



œ\ 



b^ — b c — a^ 
X L I I L 



Multiplication Dans Cet exemple , nous avons eu besoin de 

des quantités r i7 19ai«i i 

complexes ou former une règle d Algèbre , dont nous ne nqus- 

Polynômes , ti- r. • .... a . 

rëe de l'article ^^^^^^ P^^ cncorc servis , et qui pouvant être 
précèdent. souvcut Utile , mérite que nous nous y ar- 
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retiens. On appelle tette règle multiplication 
des polynômes. Polynôme ou quantité complexe, 
signifie en général une quantité composée de 
plusieurs termes. Si on veut spécifier le nombre 
de termes d'une quantité, on l'appelle binôme , 
lorsqu'elle en a deux ; triqome , lorsqu'elle en 
a trois , etc. 

Afin de s'exercer à là multiplication de ces Exemple do 
sortes de quantités , il sera bon de prendre quel- dcVô^yaomes. 
ques exemples : soit premièrement 2 a^ c^ — 
ha^ b-\-6a^ ^li'iaM — ^4Acv/dont onde* 
mande le produit. 

En raisonnant comme dans Tarticle précédent, 
on verra que , puisque la quantité 3 a h^ — 4 hcd 
est plus petite que ^ a b^ àe /S^ b c d ^ son pro- 
duit par 2a'^ c^ — bai b ^6 a^ doit être plus 
petit que celui de 3 â5 ^^ par 2. a^ c^ — 5ai b 
-+■6 a^ du produit de 4^6 c //par 2^/^ c^^-5aib 
4-6 a^. 

En conséquence j^écris d'a1)ord ainsi le pro- 
duit demandé 2 a^ c^ — b ai b -^ 6 a^Y.'2^ a b^ 



— 2 a'^ c^ — b ai b -{- 6 a^ ^ ^ b c d. 

Faisant présentement les deux multiplications 
indiquées par les signes X^ de la même manière 
que celles des qtîantîtés incomplexes , on aura 
6 ai b^ c^ — \bà^ l)^ -\- 18^^ /^^ pour la valeur 

du premier produit 2^/3^2 — baib-^^a'^Ys^iab^^ 



6o É L É M E N s D' À L G É B R E. 

On aura de même Sa^Ac^d — ^oaii^cd 
H- n^a^bcd pour la valeur du seéond pro- 

à\j^\,!ia^c^ — ba^b-\-6a^y^ 4 ^dî^3?. Retran- 
chant alors le second du premier, ainsi qu'il est 
indique dans l'expression précédente , on aura 
6\a^b^c^ — 16 a^ b'^-^ i^a^ b^— ^a> bc^d 
^2oa^b^cd — ^\a^bcd pour le produit de« 
deux quantités prpposées. 

X L I V. 

Si le multiplicateur de la quantité précédente» 
outre les deux termes 2>ab^ — \bcd^ avoit 
encore contenu un autre terme , — habc ^ par 
exemple, il est évident que pour avoir le pro- 
duit total, il auroit fallu retrancher de la quan- 
tité précédente , le produit de 2 d^c^ — 5 a^b 
-+-6a^ par 5 abc. Car on auroit dit, de même, 
que le muhiplicalcur 3^i&2 — ^bcd — 5abc 
étant plus petit de babc que le multiplicateur 
3ab^ — ^bcd, son produit par 2 a^c^ — h a^b 
H- 6a^ doit être plus petit de 
babcy^2 a^c^ — ■ 5 aib H-6 a^ que le produit 
de 3^^2 — /^bcd^dit2.a^c^ — 5/z4i6-f-6â^^.Par 
la même raison , s'il y avoit eu un autre terme ;, 
*6acc y par exemple, au multiplicateur avec le 
signe-!-, il auroitfallu ajouter le produit 3/zccX 
a a^c^ — ba^b H- 6 «5 awx produits précédens;. 
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En général, on voit qu'un multiplicande Principe fou 

- 9 1 T ' r 1 dauiental des 

quelconque, cest-à-dire, une quantifie quel- muiiipiicaiiom 
conque à multiplier, étant donnée avec la quan- 
tité qui doit lui servir de multiplicateur ,- il 
faudra former tous les produits du multipli- 
cande par chacun des termes du multiplicateur, 
et ajouter ou retrancher ces produits, suivant 
que les termes qui les auront donnés , auront le 
gigne -H ou le signe — . 

Pour exécuter cette opération avec autant 
d'ordre qu'il est nécessaire, voici le procédé 

qu'on suit; 

X L V. 

Qn commence par écrire le multiplicateur ^^<^t^^« Y*' 

* \ ^ *■ faut suivre d;ii 

sous le multiplicande, et l'on tire une barre sous la multipUca- 
le multiplicateur. Pour former ensuite la pre- 
mière ligne du produit qde l'on doit écrire sous 
cette 1)arre, on multiplie le premier terme du 
Inultiplicateur pa;: chacun des termes du multi- 
plicande , en observant de laisser à chacuï! de 
ces produits , le signe du terme du multipli- 
cande, si le premier terme du multiplicateur 

^ n'a aucun signe , et est par conséquent censé 
avoir le signe -h. 

;/ Pour former ensuite la seconde ligne qui 
doit être écrite sous la première, on multiplie 
le second terme du multiplicateur par tous les 
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termes du multiplicande , et si ce second terme 
du multiplicateur a encore le signe H-, c'est 
absolument la même opération qiie pour la 
première ligne ; mais s*il a le signe — , à cha- 
cun des produits dont cette ligne est composée, 
on met un signe contraire à celui du multipli- 
cande auquel il a rapport. Toutes les autres li- 
gnes du produit étant formées de la même ma- 
nière , par le moyen des autres termes du mul- 
tiplicateur multipliés par tous ceux du multi- 
plicande, on tire une barre, et Ton fait l'addi- 
tion ou réduction de tous ces produits particu- 
liers; la quantité qui vient alors est le produit 
demandé. 

Nous veriofns de supposer que le premiet 
terme du multiplicateur avoit le signe -H; si ce- 
pendant il avoit le signe — , on voit bien qu'à 
l'égard de ce terme, comme à Tégard des au- 
tres qui auroient aussi le signe — , il faudroit^; 
observer de prendre les signes contraires à ceux 
des termes du multiplicande, en écrivant le 
produit de ces termes. 

X L V I. 

^yVppIîcatîondc ^fj^ d'éclaircir cette métliodc, appliquonfi-U 

lu nielhodc pré- . . . 

cédeme h un à un exemple. Soit proposé de multiplier \e$' 

exemple, ^ '^ *■ ^ * ■ 

deux quantités 2 /?^ — ^aC'+-adet3alf — 5iUf 
H- 2 ad, La première étant prise pour le multi 
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Case !• 



6a^b^ — ss 



Case i. 



loa^^/j- — ç)ai-^ 



4 rt^ .2'4 — 6 a^ l)\ X 



4/z^4;r4 



c^/j^jyi 



Case 4. 



6u-/jx 



\a^bx^ — !iahx\^^J 



Case 5. 



3/^3 
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jplîcande, et la seconde pour le multiplicateur, 
on écrit cette dernière sous l'autre , et on tire 
ensuite une barre sous ces deux quantités ; voyez 
la première case de la table ci jointe. 

Cela fait, on remarque que le premier tejrme 
du multiplicateur est censé positif, et que par 
conséquent tous les signes des termes de la pre- 
mière bande du produit doivent être les même« 
que ceux du multiplicande. On écrit donc, sui» 
Tant cette remarque, à la première ligne sou§ 
la barre, le premier terme 6a^b^ que donne 
le prqduit àe 2ab par ^ab , sans raffecter 
d'aucun signe , ce qui est la même chose que si 
i^n lui donnoit le signe -4-, 

On met ensuite — pour le signe du second 
terme de la même bande , parce que c'est le 
jigne du second tprme du multiplicande , et on 
fait suivre ce — de i^a^hc produit de4^c et 
de 3^^. On conserve de même le signe H- du 
troisième terme du multiplicande pour le troi- 
fièrae terme de la première bande du produit, 
irt Pon écrit pour ce terme Za^bd produit de 
ad et de ^ab. La première bande du produit 
étant ainsi achevée , on remarque quele second 
terme du multiplicateur a le signe — , et que. 
par conséquent il faut changer tous les signes 
du multiplicande pour former les termes de la 
•econde bande du produit, Aimi le premier 
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terme de cette seconde blinde doit avoir -^ qu^ott 
écrit donc devant le produit lo a^bc des deux 
termes 2:ab^ bac. 

Le second terme de la même bande devant 
avoir -4- , puisque le second terme du multipli- 
cande a le signe — , on écrit ce signe -t- devant 
le produit 20 ^z-c2 des deux termes 4^^ 6-, 5^c. 

Le troisième ternie ad du multiplicande étant 
précédé du signe -4-, le troisième terme delà 
seconde bande sera donc affecté du signe '-* 
qu'on écrit devant le produit 6a^cd des deux 
termes ad ^ bac. 

Quant à la troisième bande du produit cher''» 
ché , comme le troisième terme du multiplica- 
teur a le signe -f- , il faudra garder tousJessi* 
gnes du multiplicande, et par conséquent le 
premier terme ^ c/est-à-dire le produit dea;tfA 
et de 2ad^ sera ù^a^b d précédé du signe 
le second, c'est-à-dire, le produit de \ac^ 
de ^nd^, sera Sa^ cd précédé du signe — ,: ^ 
le troisième, c'est-à-dire, le produit de 2a^ 
psir ad, sera 2 a-d^ précédé du signe H-. a 

Afin que les Commcnçaris puissent se forti* 
fier dans la pratique de cette régie, j'ai joiti" 
dans la Table quelques exemples» 
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X L V I I. 

o -^i^' .* ah^-\-'abd—abx 

boitl équation =^ax—ac, SixiMmcexcn 

H ""^ C pU'ilerf'solutio 

on tcra d abord évanouir le diviseur /2 — c* en léraies. 
multipliant a x -r- ac par d — ç \ et l'on aura 

û ^^ 4- abd — abx :=za x — ac X d — c , ou 
ab^-^a b d — €i b x=:a d x -— ac d — acx 
-+- ace ^ qui ,en passant tous les termes affectés 
d'.r d'un côté , et les termes connus de l'autre , 
deviendra a b- -^a b d-^-àc d—a c c-=.a b x 
-+- ad X — ac X ^ d'où Ton tire 

d b'^-^ab d^ac d—'nc^ 
a b -^-'dd — àc • 

Dans celte expression^ une certaine relation 
qu'on appercoit entre les termes du dividende 
et ceux du diviseur, peut faire soupçonner que 
la division se feroit exactement, et invite par 
conséquent à tenter cette opération , qui doit. 
paroître assez aisée à faire , après avoir vu celle 
de la multiplication dont elle est l'inverse. 

Pour reconnoître donc si en effet a b-^ ad 
— ac peut diviser exactement a u^ '\- ^ /^ ^ faire b divisioi 
"^ ac d — ac^ ^ soit d'abord divisé un des c^/cTcnVic?* 
termes de cette dernière quantité par un de ceux 
de la première ; soit divisé a b^ par/z^, par 
exemple , et soit écrit à part le quotient b. Soit 
Tomel. E 
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ensuite multiplié ce quotient A , ou plutôt cette 
première partie du quotient cherché , par le di- 
viseur total ab-^ad — ac ^ et soit retranché 
le produit a b^ -\--abd — abc du dividende ; 
* le reste ab^ -^-^ abd -^acd-^ac^ — ab^ 

— ab d-\-a bc yonacd — ac^ --ha bc, sera 
encore à diviser par le même diviseur , et son 
quotient devra être ajouté au précédent bpour 
former le quotient total cherché. 

Pour faire cette division, je prends encore un 
des termes de la quantité acd — ace -^ab c 
qui reste à diviser , et je le divise par un de ceux 
du diviseur. Je choisis.^z c d , par exemple , pour 
le diviser par a d. Or cette division me donne c\ 
je multiplie donc encore ce nouveau quotient 
par le diviseur totale b-\--a d^ a c y et je re- 
tranche le produit /z A c H- âjc^/ — ac^ du divi- 
dende restant ^zc d — ac^ '+*a bc\ et. comme 
les deux quantités sont les mêmes, et qu'il ne 
reste par conséquent rien à diviser, je vois par- 
la que i6 4- c est exactement le quotient de la 
division de a h^ -^-a hd^ac d — ac^ para^ 
-f- ^ ^ .-. ^ c et partant la valeur d'^. 

X L V I I I. 

Méthode gé- Après avoir fait la division précédente , on 

ncrale pour les •. , , ^ i -^ i • . 

diviseurs des. voit a-peu-prcs Comment on doit se conduire 
picTeJ^'' '''^''"dans les autres exemples. Pour opérer dafas la ; 
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fîivisîon avec un certain ordre, on écrit ordinai- 
rement le diviseur à droite du dividende en les 
séparant par une barre verticale , ainsi que dans 
la division arithmétique. Ayant choisi dans le 
dividende un terme qui puisse se diviser par un 
de ceux du diviseur , on écrit le quotient de ces 
deux termes sous le diviseur , et on lui donne 
+■ pour signe , si les deux termes qu'on a divisés 
l'un par l'autre ont le même signe; on lui donne ^ 
au contraire , le signe — , si ces deux termes 
ont des signes difï'érens. Cela fait, on multi- 
plie ce quotient par tons les termes du divi- 
seur, et on écrit le produit qui en vient sous 
le dividende. Mais comme l'usage de ce pro- 

*i duit doit être de le retrancher du dividende , on 
observe , en l'écrivant sous ce dividende, de 

' mettre à chaque terme le signe contraire de ce- 
lui que donneroit la multiplication. 

Ce produit étant ^ainsi écrit, on tire une barre, 
et l'on fait la réduction avec le dividende , et la 
quantité qui reste est à diviser de nouveau 
par le même diviseur. On y choisit de même 
un terme qui puisse se diviser par un de ceux 
du diviseur , et on écrit, le terme qui en vient 
pour quotient à côté du premier , en observant 
de lui donner le signe -h , ou le signe — , sui- 
vant que les deux termes qu'on aura divisés , 
lerontde mêmcsou de différens signes. On mul^ 
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tiplîe ensuite ce terme par tous ceux du diviseur ^ * 
et on écrit le produit sous la quantité à diviser, 
en observant de même que la première fois , de 
changer les signes que la multiplication donne. 
Tirant alors une barre et réduisant , si tous les 
termes ne se détruisent pas , on écrit le reste 
sous cette barre , et on pousse l'opération de la 
même manière, jusqu'à ce que les termes du 
dividende soient évanouis. 

Manière dV'- Dans ccttc Opération, on pourroit quelque- 
ijement dans la fols être embarrassé à choisir parmi les termes 
du dividende et du diviseur , ceux qui doivent 
servir a former les termes du quotient. Afin d'é- 
viter tout tâtonnement dans ce choix , voici ce 
qu'on a imaginé : 

• On choisit d'abord à volonté une lettre qui ^ 
se trouve dans le dividende et dans le diviseur ; 
et l'on dispose les termes de ces deux quantités, 
de manière que les premiers soient ceux où tette '' ; 
lettre a le plus grand exposant , que les secondj? 
soient ceux où la même lettre a le plus grand 
exposant après les premiers , et ainsi des autres 
termes. Ayant donc ordonné les deux quantités 
proposées par rapport à la même lettre [ c'est •; 
qixWonLr';ine ^^"^i qu'bu appelle ccttc Opération] , on n'a plus .1 
<juantitL'p:irrap- .^jcun tâtonnement à faire pour choisir les ter- 
mes qui doiveut se diviser, c'est toujours les . 
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pftmîers termes du dividende et du diviseur 
qu'il faut prendre. 

Lorsqu'on aura formé par ces deux premiers 
termes du diviseur et du dividende , le premier 
terme du quotient', et qu'on aura écrit avec des 
signes différens , le produit sous le dividende , 
s'il arrive que cette opération ait introduit des 
termes qui n'aient point de semblables dans le 
dividende ; il faudra , en écrivant la quantité 
qui vient après la réduction, avoir l'attention 
dé les placer de manière que la quantité qui 
reste à diviser, reste toujours ordonnée par 
rapport à la même lettre que le diviseur» 

X L I X. 

Afin de faciliter aux commençans l'usage de 

, , ^ 1 "* T o Appljrntion de» 

cette methBHe , prenons quelques exemples, bup- la méthode pie- 
posons d'abord qu'il s'agisse de diviser la quan- eLmnL/' "*^ 

par la quantité — Saù^zaa^^ôA. 

Ayant écrit ces deux quantités . comme on le 
voit dans la Table suivante [case première] où 
elles sont ordonnées par rapport à la lettre a , je 
divise le premier terme 2 «4 du dividende par 
' le premier ^aaàu diviseur, et j'écris lequo- ' 
tient tf ^zsous le diviseur, sans lui donner aucun 
signe , c'est*à-dire que je le fais positif à cause 
que les termes a ^4 et 2a a sont précédés des 

E 3 
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mêmes signes. Le quotient a a étant écrit, je 
le multiplie par tous les termes du diviseUr , et 
comme cette multipflicalion doit me donner pour 
premiet* ternie 2 ai produit de ^ ^^ par 2 aa avec 
le signe -h , je porte ce terme sous le divi- 
dende avec le signe — à cause qu'il doit être 
retranché. 

De même le second terme 3 ù a^ produit de 
€ia par 3 ba devant avoir le signe -^- par la mul- 
tiplication , j'écris sous le dividende •+• 3 ^ ii^ 
par la raison qu'il doit être soustrait. Enfin , 
parce que le troisième terme 4 /j^ a^ produit de 
aa par \bb devroit avoir par lan»iltiplicationle 
signe -h , je lui donne le signe -*-, en l'écrivant 
sous le dividende. 

Cela fait, je tire une barre et je réduis ; la 
quantité qui reste alors est— ^10 ba^-^2j b^a^ 

— 38 b'^ a -^ 2i^ bi qu'il faut diviser par le 
même diviseur 2 a'^ — 3 ab -h 4 b b. Pour 
lau-c cette division , je prends le premier terme 

— To bn^ de cette quantité à diviser, et ]e le 
divise par le premier terme 2 a^ du diviseur , 
il vient ô ba pour le quotient auquel je donne 
le signe — , à cause que les termes — 10 ba^ et 
2 a^ ne sent pas précédés des mêmes signes.Ayant 
écrit —5bak coté de a^ , il s'agit de multiplier 
ce nouveau terme du quotient par tous ceux du 
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diviseqr , et d'en changer les signes en les écri- 
vant sous la quantité à diviser. 

Je multiplie donc d'abord b h a par 2 /z^ , et 
comme le produit devroit être négatif à causç 
que le signe — de 5 i6 /z doit changer , suivant 
les règles de la multiplication , les signes du 
multiplicande s âj^ — 3 i6 /z 4- 4 i6^ , et que , 
suivant ce que nous venons de dire , les pro- 
duits doivent être changés de signe lorsqu'on les 
écrit sous la quantité à diviser, j'écris -h \oba^ 
sous cette quantité. De même au lieu de don- 
ner kiS b b auy produit àe^ b a par 5 h a ^ le 
signe -h que l'on auroit par la multiplication , 
je l'écris avec le signe -— sous la quantité à 
diviser. Enfin , au lieu de donner à 2.0 b'^a pro- 
duit àeb b a par /\bb \g signe — que deman- 
droit la multiplication, je l'écris avec le signe -+- 
sous la quantité à diviser. Je tire alors une barre 
et je réduis , ce qui me donne 1 2 h^ a^ — 18 b'^a 
H-i4i64 , quantité qu'il faut encore diviser par 
^a^ — 'è ba-\- \b b. 

Pour faire cette nouvelle division, je divise 
le terme 12 b^ a^ paria a^ , et j'ai , pour troi- 
sième terme du quotient , 6 b b , que j'écris à 
côté des deux premiers en lui donnant le signe 
-h 9 à cause que 12 b^a^ ttfiiaa ont le même 
signe. 

Multipliant présentement 6 ^^ pars a^ ,j*ai 
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mb^ a^ auquel je donne le signe — en Tecri- 
vant sous la quantité à diviser , k cause que 
la multiplication lui auroit donné le signe -+-• 
De même multipliant 6 ^^par 'èba, j'ai i^b^ a 
auquel je donne le signe H- en Técrivant sous la 
quantité à diviser, à. cause que la multiplica- 
lion lui auroit donné le signe — • Enfin , multi- 
pliant 6 bb par4i6^ , j'ai n^ bi auquel je donne 
le signe — contraire à celui que donneroit la 
multiplication. Réduisant alors , je vois que tous 
les termes se détruisent. Donc la divisiçn est 
exacte. Donc le quotient cherché esta a — ^ba 
.^6bb, 

L. 
Autre cxem- Qu'on se propose maintenant de diviser6 b'^ c 
— b^ — gccb i6-4-4c4par — Zcb-^ bb-^s.cc. 
J'écris ces deux quantités sous la forme qu'on 
voit dans la case de la Table suivante y On les 
ordonnant par rapport à la lettre c. 

Divisant alors les deux premiers termes , j'ai 
2.C c pour le premier terme du quotient, lequel 
étant multiplié par le diviseur , donne , en chan- 
geant les signes , la quantité — 4^4 H- 6 ^^c^ 

— ^ bbcc\ qui étant placée sous le dividende,, 
donne pour le reste 6 bc^ — ii b bcc-\-6b'^ c 

— Zr4 , dans laquelle j'ai observé que le terme 
6 b 6*3 affecté de c"^ introduit par la multiplica- 
tion , fût placé le premier , afin que la quan- 



Prem. Parti E. yS 

tité restât ordonnée par rapport à c. Divisant 
alors ce premier terme 6 bc^ par ^cc ^\^\Z b c 
(» pour quotient avec le signe -{-. Je multiplie de 
i même ce nouveau terme du quotient par le di- 
viseur , et je porte les termes qui en viennent 
sous le dividende, en changeant leurs signes. 
Faisant la réduction ensuite , je n'ai plus que 
— 2 i& A 6' cH- 3 /'^ c — b'\ a diviser. Le premier 
terme de cette quantité étant divisé par celui du 
'diviseur , donne pour troisième terme du quo- 
tient b^ affecté du signe — , à cause que les 
termes 2 b^ c^ et 2 c^ sont de différens signes ; 
et comme le produit de ce troisième terme par 
le diviseur détruit tous ceux de la quantité à 
diviser , je conclus que la division est exacte , et 
que ne c-^-'è bc — b^çtx, le quotient demandé. 

Lorsqu'on veut ordonner le dividende et le Aticmion qu'il 

* Al* ^^^^ avoir en or- 

diviseur pan rapport à une même lettre , si on donnant, lor»- 
trouvoit plusieurs termes ou cette lettre tut sieurs lettres; 
élevée à la même puissance , on tomberoit en- 
core dans l'inconvénient du tâtonnement , à 
moins qu'on n'ordonnât encore ces termes par 
rapport à une autre lettre commune aux deux 
quantités. 

Supposons, par exemple , que le dividende 
<'tant ordonné par rapport à la lettre ^,, on eût 
desuiteS^ccv/^ —c^ d^ —Saac d^ -{-n'^'d^ 
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pour les premiers termes du dividende, et que 
dans le diviseur on eût de même aad^ -h ccd^ 
— nacd^ pour les premiers termes , en arran-^ 
géant ainsi ces deux quantités a^d^ — ?>caad^ 
H- Sccad^ — c^d^j a^d^ — 2 cad^ -h ccd^ ; 
c'est-à-dire, en les ordonnant par rapport à la 
letrre a, il n'y auroit aucun tâtonnement à ■ 
craindre en faisant la division , pourvu qu'on j 
X observât, h chaque fois qu'on voudroit trouver ; 

un terme du quotient , que la quantité à diviser ' 
fut toujours ordonnée de la même manière. 
Pour exercer les Commencans à ces attentions 
dans la division f j'ai joint encore quelques 
exemples dans la Table suivante. j 

Dans la solution, des Problêmes précédens,| 
nous n'avons eu besoin que d'une seule incon- 
nue , parce qu'il n'y avoit , à proprement parler, 
dans ces Problêmes , qu'une quantité à trouver. 
Mais, comme en avançant dans la science de 
l'Algèbre , on trouve ^s Problêmes où l'on est 
obligé d'employer plusieurs inconnues, nous al- 
lons voir comment on les traite. 
Problcmedans Efanl donnécs Ics pcsaiiteurs spécifiques 
lequel on cm- ^^ deux matières qui entrent dans un mixte. 

ploie deux lu- / -^ 

connues. /^ çolumc et lepoids total du mixte ^ trouver 

ce qu'ail entre de chacune de ces deux ma 
tières dans lé mixte. • 



^ i 
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c -^ hb 
c — bb 



Case I. 



Case 2. 
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Que le nombre de pouces cubes con'enus 
dans ce mixte, ou, en général, son volume de 
quelque manière qu'il soit mesuré , soit exprimé 
par a. 

Que son poids total soit exprimé par. . . b. 

Que la quantité de la première matière con- 
tenue dans le mixte , par exemple , ce qu'il y a 
de pouces cubes de cette matière soit exprimé 
par ^ . . . X, 

Que le poids d'un pouce cube de cette ma- 
tière , ou , en général , sa pesanteur spécifique 
soit '. c. 

La quantité de la seconde matière. . . . jy. 

Sa pesanteur spécifique d. 

On aura pour le poids de la quantité de la 
première matière qui entre dans le mixte.*. . ex* 

Car , si X exprime le nombre de pouces cubes 
de cette matière , et c le poids de chaque pouce 
cube , leur poids total sera le produit de ces deux 
nombres. On aura de même pour le poids de la 
quantité-de la seconde matière dj. 

l Or, comme ces deux poids doivent, étant 
ajoutés , faire le poids total du mixte , on a 
donc l'équation. 

c a? -h dj- = b. 
mais cette équation nesauroit suffire poiir ré- 
soudre le Problème ; car si on veut en dégager 
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Tune des inconnues , x , par exemple , onutrouYC 

h—dy 

X = • 

c 

qui ne peut apprendre à connoître a: qu'en sup- 
'posant qu^on connoisse j^. Il y a donc quel- 
qu'autre opération à faire pour connoître j. 
Pour y parvenir j il faut voir si on a fait at- 
tention à tout ce qu'on demandoit dans l'é- 
noncé de la question , ou , pour parler comme 
lel^ Algéoristes , si on a rempli toutes les condi- 
tions du Problème; pour peu qu'on y réfléchisse, 
on verra qu'on n'a exprimé qu'une des deux con- 
ditions , celle que le poids total du mixte soit i^, 
et qu'on n'a pas employé celle qui nous apprend 
que la quantité de la première matière ajoutée 
avec la quantité de la seconde doit faire le 
volume total. On aura donc, par cette seconde 
condition, l'équation 

X H- j^ == a 
qui , ainsi que la première , ne nous apprend 
la valeur de x ^ qu'au moyen de celle de^, 
en nous donnant 

X'=.a — j. 

Mais si on ne peut pas , par aucurjè de ces 
deux équations prises séparément , trouver x 
indépendamment de jy on trouve bientôt , en 
»€ servant à la foh de l'une et de l'autre , te 
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moyen d'avoir y^ entièrement connu. Car , 
puisque chacune de ces deux équations donne 
une valeur de x , on peut égaler ces deux va- 
leurs, ce qui donne l'équation 
b — dr 

c ^ 

de laquelle on tire , par les méthodes précé- 
dentes, b — dj- -=1 ac — cj^ ou ac — b 

ac —b . 
= cj- — dj, ou enfinjr = ^ _^ . 

y étant connu , on voit bien que a;, qui est éga- 

^ b — dr 

lement a — j-, ou , est aussi connu. 

On n'a donc qu'à mettre dans celle qu'on 
voudra de ces deux quantités , dans la pre- 
mière a — jr^ par exemple , à la place de jy, 

ac — b . ac — b 

, et Ion aura a 7- pour la va- 

c — d c --r- a 

\ leur de x. 

En examinant la valeur précédente a ' 

ac — b _, , . A , 1 

— , on découvre bientôt qu on peut la 

c — d 

réduire; car si on veut mettre a au même déno- 
minateur que lafraction -7 , il faut le mul- 

ac — ad ; 
tiplier par é^ — ^f ce qui donne — ; , - au 
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lieu de a j ainsi il ne s'agit plus que de retran- 
cher de cette fraction la seconde Re- 

c — d ^ 

tranchant pour cela leurs numérateurs, et divisant 

le reste par le dénominateur commun, on aura 

ne — a d ^^ ac -^ b b -~^ ad 

ou pour la va- 

c — a ^ c — d 

leur réduite de x. 

Les quantités demandées, tant de la première 

que de la seconde matière qui entrent dans le 

(LC —— b 
mixte , sont donc exprimées , Tune par — 

b — ^z d 

et l'autre par Ainsi le Problême est ré- 

c — d ^ 

solu. 

LUI. 

■ . ac — b 

Si au lieu de substituer la valeur- rder 

c — d ^ 

b — dy 

dans a — r? on l'avoit substituée dans ^ 

qui est également la valeur de x, 

ac — b 
b—dX- 



on auroit eu -• qui d'abord ne 

b — ad 

paroît guèresètre la même valeur que — -- 

c — d . 

Mciis comme on sait que les valeurs /z — -j- et 

b — dy ■- 

de X sont égales, et qiie ce n'est même 
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^ue parce qu'elles le sont qu'on a déterminé 
la valeur dej^, on doit être sûr qu'en examinant 
ces deux dernières valeurs de x exprimées en 
quantités connues, on trouvera leur identité- 
Voici comment on peut parvenir à réduire Tune 
. à l'autre. 

On donnera d'abord le dénominateur c — d 
à la lettre ^, ce qui se fera en le multipliant 

. , , ,. bc — db 
par c -r- /z , c est-a-dire , en mettant -- 

au lieu de ié , et alors la quantité précédente 
d X ^o — b 

i -r— 

• c — a 

se changera 



c 



b c — b d — d Y^ ac — b 

c — d 

en , ou 



: hc — bd— dy, ac — b , 

;• • ;maisaulieudeY/X 

f ce — de 

ac — A, on peut écrire acd — b dy et comme 
cette quantité doit être retranché de Z^c — bd^ 

bc — bd — dy^ac — b 
; la quantité précédente '^HTd " 

bc — dca 

deviendra donc en réduisant — , qui , 

c^ — de 

en divisant le numérateur et le dénominateur par 
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la même quantité c, 'devient ^cnfin -r- 

c — a 

Ti)eme valeur que ci-dessus. 

L I V. 

AppUcniîon (le Pour faire présentement une application de 

la solution prO- , . * . ' * 

cédcnte à un la solution générale qu'on vient de trouver, 
' supposons que le mixte soit composé d'or et 

d'argent (i ), que son poids total soit de 3o onces, 
son volume de 3 pouces cubes , le poids du 
pouce cube d'or de 1:2 f onces, celui du 
^ pouce cube d'argent de 6 |- onces, on aura 

r/ = 3, h=zZo^ c=- i^j, d = 6 ^\ substi- 
tuant donc ces valeurs dans les deux formules 

h — da ac — ^ 

2;énérales x = et y = t- elles de- 

• c—d^ c—d 

viendront ,r = fj eljv' = -fy, c'est-a-dire,quele 
mixte contiendra fj pouces cubes d'or et ^. 
pouces cubes d'argent. 



(i) Le Problénic qu*Archimède eut à résoudre , lorsqu'on lui 
proposa do déterminer la quantitc d'argent qui étoit alliée aTCC 
Tor dans la couronne du roi Hiéron, ne pouvoit pas être autre 
chose que celui qu'on vient de voir, aussitôt qu'il eut déter- 
miné la pesanicur spécifique du métal de cette couronne^ ce 
qu'il fit en cTcnminant combien elle perdoit de son poids en la 
pesant dans Feau. ^ ^ 

LV. 



pR EM^ Partie* Bt 

L V, 

On découvre aisément, par ce qu^on a vu 
dans le Problême précédent, que toutes les 
fois qu'on aura employé deux inconques dans une 
question, il faudra deux équations pour les dé- 
gager; et qye lorsqu'on demande deux quanti- 
tés dans un Problême, il faut aussi qu'on donne 
deux conditions pour les déterminer , afin 
qu'on puisse tirer de ces deux conditions les 
deux équations nécessaires. Pour montrer la ^ 
manière d'employer ces conditions , nous don- 
nerons encore le Problême suivant. 

LVL 

Deux sources qui coulent chacune uni-- 
Jormement j ont rempli ensemble un rei'er- bieme , où Toi 

,, , , emploie deux 

voir a ^ l une en coulant pendant un tcms inconnues, 
b^ Vautre pendant uri tems c ; les deux 
mêmes sources ont rempli un autre reser-- 
voir à j la première coulant pendant le 
tepis e ^ la seconde pendant le tems f : on 
demande la dépense de chacune de ces 
sources. 

Soient <r etjj^ ces dépenses , c'est-à-dire , par 
exemple, ce que chacune de ces deux sources 
/ourniroît de muids d'eau par jour, en sup- 

Tomel. F 
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posant que les réservoirs a et ^'fussent mesu- 
rés en muids , pendant que les tems b^c^ ^yfj 
«croient comptas en jours. 

On aura b x pour la quantité d'eau fournie 
par la première source pendant le tems A ; et 
dé même cj pour la quantité d'eau fournie par 
la seconde source dans le tems c. Mais ces deux 
quantités d'eau par la première condition du 
Prpblème doivent être égales au réservoir a} on 
a donc l'équation 

bx ^ CJ- = a. 

On aura de même e x ^fj pour les quantités 
d'eau fournies par les mêmes sources pendant 
les tems e,y, et par conséquent la seconde 
condition donnera 

e X ^fy z=^ d. 

Il ne s'agit plus maintenant que de tirer de 
ces deux équations les valeurs de x et de j^, ce 
qui se fera, ainsi que dans le Problême précé- 
dent, en tirant une valeur de x en y de chacune 
de ces deuxéquations,eten les égalant ensuite. 

_ . . a — cy d f— /y 
La première sera — 'T~' % 1^ seconde i-^. 



Egalant donc ces deux valeurs , on aura 



a^cjr 



\ 
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à — fj 
25? , o\x ae -— ^ej; = hd — bfj. 

oxxae"^ hd-sssi cejy -— ^f^y^ ou enfin 
ae — ^ bd 

Substituant cette valeur àt y dans l*une des 
deux valeurs précédentes de ^r, dans 7—^ par 



« ~ ^ X ^— - 

ce — A/ 

exemple, U viendra x = . — 



a X ce — bf— c X ae — bd 

ou a? = — ^ 

bXce-bf 

en mettant le premier terme ^'au même dé-» 
nominateur que le second, et en multipliant 
les deux dénominateurs Tun par Tautre. 

Faisant ensuite les multiplications indiquées 
dans cette valeur et réduisant , on aura 

cd ^- af 
ce-^ bj 

D n'est donc plus question maintenant que 
d'avoir les valeurs particulières de /z, b ^ c, d ^ 
e^fj pour les substituer dans ces deux valeurs 
générales de x et de j^, afin d'en tirer telle solu-^ 
tion particuli^frequ'oa voudra. • 

F 2 



3rM. 
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Au lieu de commencer par dégager x dang 
les deux équations précédentes , et df égaler les 
deux valeurs qu'elles donnent, afin d'avoirj^, il 
est clair qu'on pouvoit également commencer 
par dégager j^, en égalant ensuite ses deux dif- 
férentes valeurs pour en tirer x , et que par 
cette opération on seroit parvenu nécessaire- 
ment au même résultat. 

I. V I L 

Exemple du VouT faire présentement quelque application 
Kl^nSmlde ce Problême, supposons que la première 
source ayant coulé deux jours , et la seconde 
trois, elles ayent rempli un réservoir de 196 
muids. Ensuite la première source ayant coulé 
cinq jours, et; la seconde quatre, elles ayent 
rempli un réservoir de 33o muids. 

On aura donc a = 195,^6 = 2,0 = 3, 

d = 33o , e = 5 , y = 4 , et par conséqueht 

^ d c af = 210, ce bj^ = 7 , 

ae db = 3i5, d'où x =: « i 

ce — bf 

= ^=3o / ^ 

ae— bd . , ^ . . , 

^^^ ^ ce — bf ^ V = 45 ; amsi la pre- 

mière source, dans cet exemple, fournit 3^ 
• muids par jour, et la seconde 45. 
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L V I I L 

Supposons présentement que la première Autr.cxem> 
source ayant coulé pendant 4 jours, et laseconde 
pendant 6 jours, elles ayent rempli un réservoir 
de laomuids. Ensuite que la première ayant 
coulé 3 jours , et la seconde 7, elles ayent rem- 
pli un réservoir de 1 90 muids. 

On aura, dans ce cas, a =■ iso, ^ =4, 
c =6, d= 190, e = 3,y = 7, et par con- 
séquent de — iif'=' 3oo \ce — bf^izi — 10 , 
ae — bdz±z — 400 , ce qui donnera 

— ce — bf~^''' 

ae — bd ^^^^ 
^^-^^ee— bf'^'^''^' 

La première fois qu'on aura trouvé de sembla-^ Sîngularhcdc 

* ^ ^ » ^ expressions où 

bles valeurs, c'est-à-dire, des quantités négatives i?on arrive dan 

. . . cet exemple. "* 

divisées par des quanti tés négatives, et des positi- 
ves, divisées par des négatives,on aura dû être em- . 
barrasse à savoir ce qu'elles dévoient signifier, et . . 
ceux qui auront craint de faire de mauvais argu- 
mens métaphysiques, auront cherché à reprendra 
laquestiond'un peu plus haut, afin d'éviter cessor- 
tes de divisions : voici , par exemple , ce qu'on 
aura pu faire pour cela dans cette question-ci» 

F 3 
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!înôîw^**ce"' ^^ ^"^^ ^^P^*^ '^s ^^"^ équations générales 
'l^fieT''^^''^ i6.T -f- cj- = /ï , et ea? -hfj = ^, et subs- 
tituant dans ces équations pour a^ b, c, d^ e^^ 
les valeurs que ces lettres ont dans cet exemple, • 
on aura eu 4 a? •+• 6j^ = 120, et 3 ar 
H- 7^ = 190. Tirant de ces équations^ 

. 3r 
0? = 3o ^ , et ,T =; -^ — j j^, on aura 

égalé ces deux valeurs , ce qui aura donné 
3jr 190 7J 

oufjK— lj^=-4^°- — 3o,oujKi=±4o. 

Substituant ensuite cette valeur de j^ dans 3o 
• — ijy valeur de œ , on aura eu a: = 3o — 60 , 
c'est-à-dire , .t ;= — 3o. Par cette voie , on aura 
vu , sans en pouvoir douter , que ié quotient de 
— 400 par -7- 10 est -h 40 , et que celui de -h 
3oo par — 10 est — 3o, 

L I X, 

riiéorcmes gé- Oii aurft bientôt âpres regardé comme des 

craux concer- ^ ^ i u 

ani les signes prmcip'es généraux que 

€S quoiiens ou * j- ^ » i • i 

es produits, fé •+• divi'sé par lé •+- dôrihôit le -+-, 
lé H~ divièé par le — donnoit le — , 
lé — divisé par le H- donnait le — , 
le — divisé par le — doririoit le -h, 
rt dé mêhife pour la muHjplicàtiôn, 
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Ces principes auront été d'autant plus faciles 
à iinaginer qu'on y étoit comme conduit^ par 
les réflexions qu'on avoit dû faire sur les signes 
qu'on trouvoit aux termes des produits et des 
quotiens, en pratiquant les préceptes donnés 1 
pour la multiplication et pour la division des 
quantités cpmplexes. 

Mais&'il est facile qu'on se doute, pour ainsi 
dire, de ces principes, on sept.bienaussi qu'on 
ne sauroit les affirmer qu'après y avoir fait beau- 
coup de réflexions, et il y a apparence que le? 
premiers Analystes n'en auront été sûrs qu^après 
les avoir vérifiés dans beaucoup d'exemples. 

Pour nous assurer que la multiplication de — q^f L*^^°p^r!! 
par — doit toujours donner 4- au produit,^ ^f^ -^ bd 
voyons quellelumière nous pouvons tirer delà 4»^'*^'*<-'*,^ 
méthode générale des multiplicatiions données , <1« "««• 
article XLV* Suivant cette tnéthode , on voit 
très-dairemcnt que le produit d'ime quantité, 
telle que a — ^ par une antre c . — //, doit être 
ac — Ac — 1X^4- ifd; et on voit par consé^ 
tjuent en même tems que le terme /^ d qui est 
verm par la multiplication de ifr^t de ^a le 
signe -4- , tandis que ses produisans h ttd ont 
le signe — . H ne reste donc plus qu'à savoir si 
lorsque deux quantités négatives telles que — h 

F 4 ; 
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et — dne seront précédées d'aucune quantité 
•-positive, leur produit sera eitcore-f- âd. Or, 
c'est ce dont, il est facile de reconnoître la vé- 
rité, puisque la méthode par laquelle on a dé- 
couvert que le produit de /z — ^ par c — d 
étoitac — bc -^ ad-\' bdy ne spécifiant au- 
cune grandeur particulière rîxh, a ni à c, doit 
avoir encore lieu lorsque ces quantités sont 
égales à zéro : or j en ce cas, le produit 
ac — bc — ad'-\- b dse réduit à-f- bd\ donc 
^ by^ — d^-^bd. 

L X I. 

Let autre» cas Quant aux autVes cas, c'est-à-dire, à fa mul- 
l^ienrdc"mémc. tiplication et à la division de -h par — , on les 
justifieroit de la même manière. 

L X I I. 

Comment la Pour revenir présentement à notre dernière 
i^on^ "trouvée application du Problème précédent , remar- 
\uml. ^ ^'^ quons qu'après avoir trouvé que .x = — 3o . 
et j^ = -h 40, on a dû avoir encore une auti:e 
espèce d'embarras ,c'étoit de savoir ce que si* 
-gnifioit cette valeur.de xi pour le découvrir 
sûrement, le chemin qu'il est vraisemblable 
qu'on aura tenu, c'est de remonter, aux condi- 
tions du Problème, ou , ce qui revient au mêmej, 
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' sux équations 4.r-+-6jK=i^oet3a?-f-7j^== 
190 qui lés expriment alor^, et de voir comment 
les valeurs — 3o et -+- 40 de ^r et de j^ con- 
viennent à ces équations. On trouve, première- 
ment, que 4 X doit être , en ce cas , — iiio et 
que 6j' est ^40 , d'où par conséquent 4 x --hôjy 
est — 1^0 -+- 240, qui est en effet égal à 120. 
On trouve de même que 3 a? -h 7 J'est — 90-4-^80 
. qui se réduit à 190. 

Voyant donc comment les valeurs — 3o et 
H- 40 de a: et de j^ satisfont aux équations 
4^7-1- 6j = \%o et 3a? H- ^j = 190, on 
découvre en même-tems comment elles satis- 
font aux Conditions du Problème ; car puisque 
J'usage que l'on fait des quantités \x et 3 2: , 
qui expriment alors les quantités d'eau dépen- 
sées par la prçoîière source , dans la première et 
dans la seconde opération, est de les retrancher 
de djy- et de yj^, qui expriment les quantités 
d'eau fournies dans les mêmes opérations par 
la seconde* source , il faut que dans ce cas, on 
regarde la première source , comme dérobant 
de l'eau aux réservoirs, au lieu d'en fournir, 
comme elle faisoit dans l'autre exemple , et 
comme on l'avoit supposé en exprimant -les con- 
ditions du Problême. 

L'on voit , en cette occasion , un exemple 
de la généralité de l'analyse , qui fait trouver 



I 
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dans une question des cas que Ton n'avoit pas 
prévu d'abord pouvoir y être renfèrmçs. 

L X I I I. 

Dans presque toutes les questions résolues 

liCs inconnues r ^ t 

devcoant néga- cénéralertient , on a trouvé des cas de imème 

hves , doivent ^ 'r i i 

cire prises dans nature que le précédent ; et Ton en a toujours 

un sens diffé- * i i i i». ^ 

rcnt de celui de conclu , quc lorsquG la valeur de 1 inconnue de* 

l'ënoncéduPro- . , . , •fin • •* 

blême. venoit négative , la quantité quelle expntnoit 

devoit être prise dans un sens contraire à celui 
suivant lequel on Pavoit employée, enexpnh 
mant les conditions du Problême. 

,, . , Ce qu'on vient de dire des inconnues , se 

II en est de ^ ^ ^ ' 

même des con- doit dire aussi dcs connucs , c'est-à-dire •. que 

nues. . j. 7 

dans les applications qu'on fera d'une solution 
générale, si on fait négatives quelques-unes deé 
quantités données /z , i6 , etc, dans les Problè- 
mes, cela signifiera que dans l'application pap 
ticulière , ccs'quàntités doivent être prises dans 
un sens contraire a celui suivant lequel ôft les 
prenoit dans la solution générale. ,, 

L X r V. 

Qu'on se propose , par exemple , de trouver' 
rnsage^^es^ ^ qucllcs doivent être , dans le Problême précé- 
2uerra?t'esn^sâ- d^"^ > ^^s dépcnscs dcs dcux sourccs , pourque^l 
^'^^^' la seconde fournissant de l'eau pendant six jours, 
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' tandis que la première en dérobe pendant trois 

; jours, un réservoir de 180 muids soit rempli; 

[ çt que la première source ensuite fournissant de 

l'eau pendant 3 jours , et la secondé pendant 4 

jours , un réservoîf de 820 muids soit rempli. 

Ott n'aura qu'à faire dans la solution générale 

fl=ri8o,^±=: — 3, 6-=:6, //===320, e= 3, 

/=4. 

Et l'on aura de = \g2o , 'àf ^±= 720, 

re=:=î8, bf-s-^-^ \2yae = 540^ dhz=z — 960, 

et parcôn^quent de — w/== laooicc — hfr=i 3oj 

7# - . . , dà — (if 
ae — db ==: 1000 , qui donnent x = - 

ae — db ^ . . ■ 

= 4oetj^=: TT"^^ ^^' P^^ lesquelles 

on apprend «Jue la dépf^nse de la première source 

ek de 4Ô muids par jour , soit pout dérober 

comme elle fait dans la prertiière opération , soit 

pout* fournir, ainsi qu'il arrive dans Ig seconde \ 

tt que la dépense de la seconde est de ôo muids 

par jour qu'elle fournit dans chacune des deux 

opérations. Il étoit si naturel d'imaginer que 

! h de voit être négatif dans cette application, et 

r si aisé de s'en assurer en remontant àl'usage qu'on 

■ t^t de cette lettre , en exprimant les conditions 

"du Problème, qu'il est inutile de s'arrêter a le 

i feire voin 
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L X V. 

Pour faciliter aux Commençans la manière 
d'étendre les solutions des Problêmes aux cas 
où les quantités données sont prises dans un sens 
contraire à celui où elles avoient été prises d'a- 
bord , nous prendrons encore un exemple dans 
un autre Problême que le précédent ; nous re- 
viendrons au Problême de Tart. XXIV , où il s'a- 
gi t de trouver la rencontre de deux Courriers , et 
nous chercherons à tirer de la solution générale 
celle du cas suivant. 

Autre excm- Deux Courrîerssontà la distance de 5o lieuesj 

pic du même i t «ii i* 

us:igc des quan- Tun étant , par exemple , à Lille , 1 autre à Paris. 

tilc» connues . i t -n i o i j 

faites négatives. Le premier part de Lille à o heures du soir pour 
aller à Paris en faisant 4 lieues par heure. Le se- 
cond part le même jour de Paris à 1 1 heures du 
matin pour aller à Lille, et fait 3 lieues par 
heure ; on, demande à quelle distance de Paris 
ils se rencontreront. 

En comparant cet énoncé avec celui du Pro- 
blême général , on voit d'abord que la lettre ^, j 
qui exprimoit la marche du premier Courrier | 
dans un tems donné , doit être négative , puis- ? 
^ que dans la solution générale on supposoitqué 

le premier Courrier s'éloignoit , et qu'il vient, : 
dans ce casci , au devant du second. On voit en* 
suite que la lettre b , qui exprimoit le nembtt ^ 
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1 d'heures d*avance du premier Courrier , doit 

être aussi négative, puisqu'il estpar-ti plus tard. 

Ainsi on n'aura qu'à faire dans la formule 

ade-^b ce ' ^ 

générale x = — ; 7, ^ = 5o , ^ = — 9 

de — cj 

€==— 4% ^=1, e=:3 ,y = I , et Ton aura 

^ 5oXi X3 — 9X~4X3 

^~ iX3h-4Xi 

i5o-hio8 258 o^< • 1 

= == Jof qui apprend 






.3-+-4 7 

que lorsque le Courrier de Paris aura fait 26 j 

lieues , il aura joint celui de Lille. 

L X V I. 

Un des usages les plus étendus de l'Algèbre 
et qui montre le mieux l'avantage qu'on a de 
prendre à volonté , ainsi qu'on vient de faire , 
les signes des quantités données en général dans 
les Problêmes , c'est de rapporter à là' solution 
des équations qu'on a prises généralement , 
V>utes celles dans lesquelles les inconnues sont 
disposées de la même manière , mais avec des 
signes et des coeffîcicns quelconques. Parexem- m 
pie ^ avec les deux équations i> ,t -h c ;>" = a et tions du premier 

!_/» 7» ri 1 n T-ïTT degré à deux in- 

tx •X'jjy = //qu on a résolues dans 1 art. L VI , connues , peu- 
on résoudra toujours deux équations du premier Yivl rapportais 
degré quelles qu'elles soient, pourvu qu'elles ne '''*^P^"''^'^^^^' 
renferment que deux inconnues. 



Exemple. 
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Qu'on ait , par exen?ple , à résoudre les deui 
équations mnx ^s=:ppy — hhg et mnj t^.p^ 
— nnx. Pour les comparer aux premières , on 
çomn^ençera par les écrire ainsi : 

m n X — p^y=z — h hgetn n a? -h mnj^^p'^^ 
les comparant alors terme à terme avec les deux 
équations. 

b X'^cjrz=z a ete x-\-fj'=. d y 

la première avec la première , et laseconde avec 
îa seconde , on aura 

h =zmn^ c= — p^, ^^=: — hhg , e= n^^ 
J\=:mny d=p^. ' 

Ce qui donnera 
c d= — /^^>^y== — mnhhgj c e = — P^^^t 
bfzr=. mmnn^ae^rz: — h^n^g^b dz=zmnp'^i 
et par conséquente// — «y=t: — p^^mnhhg^ 
ce — ^y= — m^ n^ — p^ ri^ y o,e — b d 
= — h^ n^ g — mnp^. 

Or , substituant ces valeurs dans les formules 

c d — af ae — bd" 

j'énéi'ales ce = —^ et r t= — ;-> , 

^ ce — bj ce — bj 

p^ — mnh^g 

on aura enlm a? = 

m^n^-^p^n^ 

*h^ gn^ ^mnp'^ 

et r = • . 

^ m^n^-\-p^n^ 
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L X V I I. 

Supposons présentement qu*on ait les équations pij^""* *""*' 

p — q ~ p^q p—q 

n g 

^mx^p^q Xy= — ^ ;en mettant la 

P—9 

première sous cette forme 

3mpx P PJ 2. nq 

P — 1 , P-^^ ~~ P — ^ ' , . 

en aura 9 en la comparant à l'équation géné- 

1 / / '^mp ^ pp 

raie, bX'\'CY=^a^ A= ^ , c = ^-^— , 

p—q p-^q 

«:= . et en comparant la seconde «i 

P~^ ^ 

l'écpktion e x -^fy = d, on aura 

e=:m,f==ip-^q,a=: 



p—q ' 
et ces valeurs étant substituées dans la formule 

c d — af , 

«= T-TT, donneront 

ct — bj 

p-^rq P—q p—q 



PP ,^ _ ^"^P 



X^— i^ Xp-^q^ 



P^9 tP—9 
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Pour réduire cette quantité , je commence 
par multiplier le nnmérateur et le dénomma-' 

teur delà traction parz^-h^r, 

P—q 



ce qui la change en rz== ^=r=r * par ce 

p—q y^p-^q 

moyen le numérateur entier de la valeur de x 

. — pvY,qn-\rii,nq Y, v-\-q 

devient — '^ z==zzr-^ * 

p — q X p -^q 



OU •• ■ y 

p — qy^ p-^q 
pp-^ AP q-^^qq 



OU ^ /î X 

p — qXp-^q ^ 

Je travaille ensuite sur le dénominateiftde 
la valeur de a: , en meXtant ses deux parties au 
même dénominateur , ce qui donne 



—p^Xp—qX m — 3mp Xp-\-q 


p-^qXp—q 


— mpXpp—pq-^àXp-\-q 


p-^qX p-q 


r-mpX\pP'^bpq-\-'àqq 

p-^qXp-q 



ou ''' '-rr rv ■ -^>r ■ 7 ^^^^i^^ 



Ces 
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Ces deux opérations changent la valeur précé- 

p^qX p—q 
dente de x en ; 

p-^qXp — q 
mais comme le numérateur et le dénomina- 
teur de cette fraction sont chacun divisés par 
p-\-q YsP — q i j'ôte ce diviseur , et la valeur 
de a? devient 

qnY^pp-^r^pq-J^^qq 



— mp X \pp '^^pq-^'èqq^ 

qnY.pp'+^^pq-^^iqq 

Ott — — ■ , OU 

mp X \pp'-^^pq'\-''iqq 

qri ^ p p-^-\pq -4 - ^qq ^ 

^ I— X -\ —5 — > ou enfin 

^P ^pp-\-Opq-^6qq 

— /ï qp'p ' — 4P Ç Ç^ — 2nq^ 

^mp^-^ômp^q^ Zmpqq 

substituant maintenant les mêmes valeurs de 

û , A , c , etc. dans la formule générale. .... 



ae 



bd 



y = , on aura. 

c^ — bj 



^ nq 'èmp n q 

' x^— X — 



p-q P — q p-1 

y— — * — 

V p Zmp ^ — 



p-^q p--q 

Tome /. 
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au numérateur de laquelle je donne cette form^ 
— !Lmnq X (/^ — ^) — Zmp qit 



P — H 

en multipliant le numérateur et le dénomina* 

fin qm 



teur de la fraction 



par p — y. Je 



p ^ q 
réduis ensuite cette nouvelle forme , et elle 

mnq y, — bp-^tLq 
devient — . 

P — i 

Quant au dénominateur de la valeur de j*; 
comme il est le même que celui de la valeur de 
jc, il se réduira de même , et l'on aura partant 
^q — bp 



mn q^ 



r = 



— mp X 



â^pp-\^hpq-\-Zqq 



p-^i X P — n 

OU en effaçant les diviseurs communs /; — f," ^ 
et en réduisant 



qny. 



bp — 2 ^ 
p^ 



jr — 



py< 



\pp-\^bpq'\-2>qq 



qui,j 



p-\rq 
en faisant, passer le diviseur /; H- ^ en hautj 



1 
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et le diviseur p -^ q en bas , suivant les rè-i 
gles des divisions des fractions, devient enfin 



p Xp—q X \p^'\-^pq'\-'^qq 
— ^.q^fi'-^bp^ q n -^Zp q^n 

LX V I I L 

Si pour résoudre les équations proposées dans Autre manière 

^1 * t. ^ ' J o* de rësoudre le 

cet exemple, on avoit commence par délivrer m^me exemple. 

de fractions ces équations , lé calcul qu'on au- 

roit fait de la manière suivante, àuroit donné 

moins d'enjbarras de la part des diviseurs. 

Soient multipliés d'abord les deux membres 

. Zmpx ppY fLqn 

de l'équation . ^. . == ^^-f^ î— , 

p '— q p-^q p — q 

Zmpœ ppY tLTtq 
ou ' ^ — — par pp—qq- 

P — q p-^ q p — q 

produit des deux diviseurs p — q ^ p -^ q ^^et 

Von aura Téquation S mp p -4- Tinip q X 

X -f- ppq — p'^ y:,ji:=i~%npq—!l nqq 
Soient multipliés de même les deux mem- 

' . ^^ — ' ^q 

H*^ bres de l'équation mx-^ p-^q X JK = — = — 
[par p — q\ et l'on aura mp -^ mq % a> 



p-pp—qq X J- ^qn. 
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Comparant présentement ces deux nouvelle» 

équations a^c les deux formules générales, 

on a i6 = 3 mpp -h Zmp q ^c -=:. pp q — p^^ 

^ = — 2.np q — 2 nq^y e^=z mp — mq^ 

fz=zp^—q^, d=iqn. 

D'oii ronJ:ire c d •=. p^ q^ n — p^ q n^ 
af^=:> — ^np^q — ^np^q^ -h %pq'^n 
'+'2nq^jae^=z!SLnmq^ — ^n mp^ q , 
b dz=i 'èninp^q-^ 2mnp q^^ ce:=z*Lp'^qm 
— mp^ — mp^q^^ bf=. 2mp^q H- 3mpi 
^-^3mpq^ — 3mp^q^ 

et partant. .....•..; 

cd — af= qnp^'^3p^q^n — s»npq^ — ^nqi 
ca—- bfz=z!imp^q^ — \mp^ — mp'^q^3mpq'^ 
ae — b d:=z2nmq^ — Smnp^q — 3mApq^ 
qui donnent . 

qnp'^-\-3ppqqn — tLnpq'^ — ^nqk 
5Lmp^q^-^ ^mpi — mp^q'+'3mpq^ \ 
%nmq\ — bmnp^q — Zmnpqq 
^ %mppqq — \mp^— mp'^ q '^Zmpq'^^' 

L X I X. 1 

^ . Si on compare présentement ces deux va- 1 

Comparaison ^ ^ j 

aes deux solu- Jgurs de o; et de r avec celles qu'on avoit trou- ; 

tiens pr^ceden- *^ * 

^«»- vées précédemment , on voit d'abord sans au- 

cune difficulté, l'identité des deux valeurs de^* 
Quant aux valeurs de cr, pour savoir comment 
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la première peut être la même chose que la se-, 
conde ^ il faut remarquer que l'égalité qui doit 
être entre ces deux expressions , suppose néces- 
sairement que le numérateur ^Tr/?^^ 3 npp qq 
— *Lnpq^ — ^nq^ de la seconde contienne 
le numérateur — ^npp — 4 pq^n — ^q'^n 
de la première , de la même manière que le 
dénominateur fLmp^q^ — \mp^ — mp^q 
-h ^mpq^ de la seconde contient le déno- 
minateur 4 /?3/w -h 5 /?2^77^■+- 3 //^yc; y ^ de la. 

première. Or , prenant la peine de diviser le se- 
cond numérateur par le premier, on trouve 
en effet 'le même quotient p — q qu'en divi- 
sant le second dénominateur par le premier. 

Cest-à-dire, que l'expression. 

qnp^ H- ^ppqqJi — fiJipq^ — 5L7iqi 
^mp^q^ — \mp^ — mp^ q-^ 'àmpq'^ 

se change en. , • 

p — qX —nqpp — é^pqqn — t^nq^ 

p — qy^^mp^ '^hmp^q-\-Zmp q'^ 

— nqvp — Apqqn ^ 2,nn^ 
ou en 7rr -^r^ i — __ 1_^^ a^^^^^ 

\mp^^omp^q -^ ômpq^ 

les diviseurs communs p q. 

L XX. 

La manière dont on vient de réduire la plus 
composée des deux valeurs de a: à la plus simple, 

G3 
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' était aisée à imaginer, lorsqu'on avoit Tune et 
l'autre de ces deux expressions ; mais si on 
n'eût connu que la plus composée et qu'on eût 
voulu la simplifier, on auroit été beaucoup plus 
embarrassé, puisqu'on n'auroit pas su par quelle 
quantité il falloit diviser le numérateur et le dé- 
nominateur de la fraction. Or comme ce seroit 
un vice dans la solution d'un Problême qu'une 
quantité réductible et non réduite , il faut cher- 
cher une méthode pour réduire toute fraction 
qui peut se simplifier, ou, ce qui revient au 
même , il faut chercher une méthode pour trou- 
ver quel est le plus grand diviseur commun que ' 
puissent avoir deux quantités données. 

Supposons d'abord , pour aller du plus simple 
au plus composé, que ces deux quantités ne 
soient que des nombres ; que l'on ait , par exem- 
ple, à chercher le plus grand diviseur commun 
des nombres 687 et 148^ ou, ce qui revient 
au même, que l'on se propose de réduire la ' 
fraction tIj à sa plus simple expression. 

Divisant d'abord 687 par 148, il vient 4 
pour quotient, et 65 pour reste, c'est-à-dire, 
que la fraction |{-j se change en 4 -+- -^ , d^oii 
la question est réduite à abbaisser la fraction -j^, 
ou , ce qui revient au même , à chercher le nom- 
bre qui est le plus grand commun diviseur des 
nombres 148 et 65. Car lorsque ce nombre sera 
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trouvé, U est évident qu'il sera aussi le plus 
grand commun diviseur des nombres 687 et . 
143, puisqu'on nesauroit réduire la fraction ^ 
à sa plus simple expression , qu'on ne réduise 
en même tems 4 H- -rh» ^^ Hf ^ ^^ P^^^ simple 
expression. 

Les deux nombres 148 et 65, sur lesquels il 
s'agit d'opérer présentement, étant plus sim- 
ples que les deux premiers 687 et 148, je vois 
que la difficulté est diminuée , et qu'en s'y pre- 
nant de la même manière , on la diminuera en- 
core. Au lieu de la fraction 7^ à réduire , J'é- 
cris ^j^y non que je prétende que ces fractions 
soient les miêmes ; mais parce qu'on ne sauroit 
réduire l'une, que l'autre ne se réduise de la 
même manière. Ensuite , pour induire -~^, je 
divise 148 par 65, ce qui me donne 2 pour 
quotient, et 18 pour le reste. Il ne faut donc 
pluSjt par le même principe, que chercher le 
plus grand commun diviseur de 18 et de 65. 

Car on voit que le plus grand. commun divi- 
seur de ces deux nombres sera aussi celui de 148 
et de 65 , à cause que la fraction -^ se change 



en 2+^. 



Présentement le plus grand commun diviseur 
de 18 et de 65 est i3 lui-même, puisqu'il di- 
vise exactement 65. Donc 18 est aussi le plus 
grand commun diviseur de 148 et de 65 , donc 

G4 
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il est aussi celui des nombres proposés 687 ï 
143. En effet, 687 est 49 X i3 et 148, 11 
X 18, d'où Ton tire ^^=^3 fraction irré- 
ductible. 

L X X L 

Méthode ce- ^" P^^^ s'assurer facilement que la méthode 
rie* hw *rand ^"'^^ ^^^"^ ^^ suivrc dansTcxcmplc précédent, 
"T'a P^"^ s'appliquer à quelques nombres que ce 
>aihtes. soit. Qu'on ait , en général , deux nortibres 
^ et 5 , et que le quotient de la division du 
premier par le second soit /z , et le reste C, la 
question sera réduite à trouver le plus grand 
commun diviseur de B etde C; l; étant suppoçé 
alors le quotient de B par C, et D le reste, 
il ne s'agira plus que de trouver le plus grand 
commun diviseur de C et de Z> , c'est-à-dire , 
de diviser <?parZ>, et de se servir du reste pour 
diviser D. Allant ainsi de division en division 
jusqu'à ce qu'on arrive à deux nombres , dont 
le plus petit soit contenu exactement dans le 
plus grand ; ce nombre contenu exactement , 
sera le plus grand diviseur commun des deux 
premiers nombres ji et B. 

Cette règle dans toute sa généralité, comme 
dans l'exemple précédent, est fondée sur ce que 

j^ C 

la fraction —devenant «+ -— nes'auroit s'ab- 
B B 

C C 

baisser que lorsque — - s'abbaisse, que -— - ne 
B B 
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sauroît se réduire que de la môme manière que 

B B ' . D . 

-pp- , et que - étant ^ •+- — ne sauroit se re- 

C C/ Cy 

duire sans que — se réduise , et ainsi de suite. 
6 

L X X I L 

Voyons présentement quels sont les change- 
mens qu'il faut faire à cette méthode pour l'ap- 
pliquer aux quantités algébriques ; et pour plus 
de clarté , -prenons d'abord un exemple. 

Supposons qu'il s'agisse de trouver le plus 
grand commun diviseur des quantités 
3 a^-'^Zbaa rt- bba — ^3 et ^aa '--bba-^hb. 
Il faudroit , suivant la méthode précédente, di- 
viser la première do ces deux quantités par la 
seconde ; mais comhie la division ne sanroitse 
faire à cause que le premier terme 3^z^ du di- 
vidende ne contient pas exactement le premier 
terme du diviseur , je multiplie toute la première 
quantité par 4, et je remarque que 4 n'étaht 
point un des diviseurs de la seconde quantité 
^aa — bba -h bb ^ il ne peut pas y avoir 
d'autre plus grand commun diviseur entre is/z^ 
^i^baa-^ ^b b a — 4/»^ ^X, \aa -^^bb a 
+ bb qu'entre 3a^ — 2baa -+- bb a — b"^ 
tt^aa — 5ba^ bb. 
Je c^viae alors, suivant les règles prccé- 
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dentés, 12 a^ — v^ba^ -t- 4^^^ — » 4*^ 
par ^a^ ^^ bb a -^ b b \ j'ai pour quotient 
3 à, et pour reste Zbaa •+- bba — * 4P, 
ce qui , suivant les mêmes règles , demande- 
roit qu'on divisât ^a^ — SAa •+• i'A par 
2>b aa^bb a — \b'^\ mais comme la divi- 
sion de ces quantités ne sauroit se faire sans 
les préparer auparavant , je remarque d'abord 
que b étant commun à tous les termes de la 
dernière quantité , et ne l'étant pas à ceux de 
la seconde, il ne sauroit faire partie du plus 
grand commun diviseur de ces quantités, ainsi 
je l'ôte de tous les termes de cette seconde quan-; 
tité, et je prends à la place 3/z/z-4-^/ï — 4A*. 
Je remarque ensuite qu'en multipliant la pre- 
mière quantité \aa — Sba-^ b b qar 3 , qui 
n'est point un diviseur de 3 ^ ^ -4- ^ /z — 4 ^^, 
la division sera possible ; je fais donc cette divi- 
sion de maa — \5 ab ^2bb par 2aa -^ba 
— ^bby ce qui me donne 4 pour quotient, et 
pour reste — 19/2^+19 bb. 

Il n'est donc plus question présentement que 
de trouver le plus grand commun diviseur de 
Zaa-^ ba — 4i^^,etde—- 'i9^^H-i9^^ 
Comme il faudroit, pour cette opération, divi- 
ser la première de ces deux quantités par la se- 
conde, et que pour pouvoir diviser les deux pre» 
miers termes de ces quantités , il faudroit multi* 
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plier la première par 19^, qui est un diviseur 
exact de la seconde, j'ôte ce diviseur de la se- 
conde , ce.qui la réduit à — a-^b. 

Mais le plus grand commun div,iseur de 
Zaa^ba — ^bb et de — /ï-h^, çst-^a-^b 
lui-même, puisque la division de ces deux quan- 
tités se fait exactement. Donc — âj H- i6 est le 
plus grand commun diviseur de 3a a -\- ba 

— 4i6i^etde — \g ab -+- ig b b'\ donc il est 
aussi le plus grand commun diviseur de m a a 

— iS^A-4-3i6i6etde 2>aa ^ ba — \b b\ 
donc il l'est encore de \aa — b ba^- bb, et 
àt^baa '^bba — 4^^ aussi bien que de 
la.à^-'-^is.baa^^bba — 4^^ et à^^aa 

— 5 b a '\- bb. Donc il est enfin le plus grand 
diviseur commun des quantités proposées 3 â^^ 

— Zbaâ^ b b a — b^ et^aa — ôba-^bb. 

L X X I I I. 

Il n'est pas difficile maintenant de voir qu'on 
réussiroit à peu près de la même manière , quel- 
les que fussent les quantités dont on voulût 
trouver les plus grands communs diviseurs. Le 
seul principe qu'on soit obligé d'ajouter dans 
cette recherche , à la méthode de l'art LXXI , 
c'est que deux quantités quelconques A et B 
conserveront leur plus grand commun diviseur, 
si dn multiplie ou divise l'une dç ces deux quant 
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I 

tités, A y par exemple, par une quantité qui 
n'ait aucun diviseur commun avec B. 
Méthode gé- On peut énoncer ainsi le procédé de la mé- 

ncrale pour . 

trouver le plus thode générale de déterminer les plus grands 
diviseur des communs diviscurs. Soient A tt B les deux 

quantite's algé- . , 

brique». ° quantités proposées, on commencera par or- 
5Îonner ces deux quantités par rapporta une des 
lettres quelconques qu'elles ont de commun. Oo 
verra ensuite par quelle quantité m il faudroit 
multiplier A , pour queles termes affectés de la 
plus haute puissance de la lettre suivant laquelle 
on l'a ordonnée , puissent se diviser par les termes 
de B affectés de la plus haute puissance de la 
même lettre ; si ce multiplicateur m n*â aucun 
commun diviseur avec By on s'en servira pour 
multiplier A\ mais s'il a un commun diviseur 
71 , on ôtera ce commun diviseur tant de m que 

m 

de B , et on ne multipliera A que par — , ce qui 

n 

formera une nouvelle quantité C que l'on pren- 
dra a la place de A. On prendra de même à la 
place de B la quantité Z? qui en vient, lorsqu'on 
l'a divisé par le diviseur n qu'il a de commun 
avec m. 

Cela fait, on divisera C par Z>, et la division 
faite , si elle est exacte , D sera le plus grand 
commun diviseur cherché de ^ et de JS ; mais 
s'^il y a im reste E , on fera, à ILégard de D et 
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dé E la même opération qu'à l'égard de ^ et 
de jB, et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'on arrive 
à deux quantités qiii se divisent exactement. Lors- 
qu'on y sera parvenu , celle de ces deux quanti- 
tés qui sera contenue exactement dans l'aytre, 
sera le plus grand commun diviseur cherché. 

Il est bon de faire remarquer que si , avant 
d'entreprendre l'opération dont on vient de voir 
la méthode , on apperçoit dans l'une des quanti- 
tés proposées A on B quelque quantité qui en 
soit un diviseur exact , et qui ne le soit point 
de l'autre, il faudra commencer par ôter ce di- 
viseur pour que le calcul soit plus simple. 

Afin que les Commençans puissent acquérir 
quelque facilité dans l'application de cette mé- 
tho'dç, J'ai joint les exemples suivans. 

L X X I V. ' 

Soient les quantités q np'^ +• Znp'^q^ \^ Prenaîa: 

— 2, npq'^ — 2 nqi et 2mp^ q^ — \7npk 

— jnp^q^ 3 mp q^^ dans lesquelles nous n'a- 
vons trouvé (art. LXIX. ) le diviseur commun 
p -^ q 9 que parce que nous savions d'avance 
que la première de ces deux quantités, divisée 
par la seconde , devoit donner le même quo- 
tient que la quantité — ^^P^ — \pq^n 
— %nq^ d'\whéc paiY 4mp^^ èmp^q-^S mpqK 
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Pour réduire présentement ces deux quanti- 
tés , sans employer autre chose que la méthode 
précédente , on commencera par ôter q n qui ^ 
est commun à tous les termes de la première de 
ces deux quantités, et qui n'est point contenu 
dans la seconde ; on ôtera de même p ni qui est ' 
commun à tous les termes de la seconde , «ans 
être contenu dans la première ; et par-là Topé- 
ration sera réduite à trouver le plus grand divi- 
seur commun des quantités (-^) — 4 p'^ — p^q 
^^pq^-^^q^QtÇ^B^p^-^Zppq — ^pq^ — 2y5, 

Divisant A par 5, j'ai — 4 pour quotient, 
et pour reste (C) 11 p^q — 6pq^ — 5y^, 
comme il faudroit alors multiplier B par 11 y, 
pour que son premier terme pût être divisé par 
le premier terme de C, et que q est contenu 
dans tous les termes de C, je multiplie simple- 
ment B par 1 1 , et je divise C par q , d'où je n'ai 
plus à comparer que les deux quantités (27) 
il /;3 H- Z^àp^q — 2,2. pq^ — 2.2, q^^ et (£) - 
Il p^ — 6pq — 6q^. 

Je divise la première par la seconde ,^ et j'ai 
pourquotient/7 et pour reste (F^^gp^q — ^jpq^ 
~ 22 ^3 . Comme il faudroit alors multiplier ( JB) 
par 89 q , afin que son premier terme fut divi- 
sible par celui de cette nouvelle quantité jP, 
et que q est commun à tous les termes de F, 
je ne multiplie donc E que par 89 * et je divise 
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son produit (G) 429 p^ — 23\pq — ig6 q^ 
par ÇH') 3g p^ — lyp q — aa q^. Le quotient 
est 1 1 , et le reste (/) — 47/; if + 47 q^. 

Pour diviser alors -ET par /, il faudroit multi- 
plier tpus ses termes par 47 q ; mais cette quan- 
tité est un diviseur de //, je l'ôte donc de H 
et il me reste q — p pour servir de diviseur à 
3p^a .— ^J pq — 22 q^. Or, la division se 
Élit exactement ; donc q — p est le plus grand 
diviseyx commun cherché des quantités propo- 
sées. 

L X XV. 

Soient proposées présentement les deux quan- SccondcKc»- 
tités aif ^ 2aa — 3AA — ^6c — ac — cc^^* 
etgac'i-'2aa — Sab^^^cc-^Sâc — 12 AA, 
ordonnant ces deux quaijtités par rapport à a , 
j'ai ^aa-^éa — ca-^ 3A A -^ \Ac — ce 
et 2aa -H gca — S A a — laifr^H- 8^c 

+• 4CC, ou (-^) a aa H- ^ •— 'C X a^-^Z A b 

— 4ÂC — co tt (E) 2a a ^ gc — èAy,a 
^^i2AA^SAc'^^cc. 

Divisant la première par la seconde , j'ai i 

pour quotient, et pour reste (C) 6^6 •— • loc 
X^-+-9^^ — i2i6c— • 5 ce. Pour di- 
viser B par cette quantité, je vois qu'il fau- 
droit auparavant la multiplier par 2ù *— « 5 c« 
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Mais avant d'en faire Popération , je tente la 
division de Cpar 3^ — $c, elle réussit, et 
donne pour quotient (2?) 2a ^ 3^H- c; je- 
n*ai donc pluô qu'à chercher le plus grand com- 
mun diviseur de 25 et de i? ; mais B est di- 
visible exactement par D ; donc JJ , ou 2 ât 
-f- 3 iô H- c^ est le plus grand commun diviseur 
cherché de a/? -+- 2aa — 2&A — 4^^ — ao 
-^ ce et àe gac -{^ 2aa — 5/z^H- ^ôc 
-+-8^c— •laAi^. En effet , la première de ces 
deux quantités est le produit de 2 a -{^ 3 ^ 
4- c , par a — ù — c, la seconde le produit- 
de^^7-4-3i6 H-c par a — 4i6H-4c,et -*^js 
deux quantités a "^ ù "-^ c et a — ^6 -+-"40 " 
n'ont plus aucun commun diviseur, 

L X X V I. 



Troisième 



esempî^. Soicntles deux quantités (^) dd—cc X a^ ' 

+ c4 — ddc€ et (-6) ^da^ — 2cc -h ^cd 
y, a -+- 2c^ ordonnées par rapport à a. Je 

change d'abord B en Çj0^2da^*^^ €0-+- 2cd 
X a -^ c^, en ôtant de tous ses termes le 
diviseur 2 qui n'est pas Commun avec A. Je 
multiplie ensuite A par 2 dy afin de rendre 
la division possible, ce qui me donne pour 

quotient dd — ce et pour reste (jy)dd — co ? 
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ÙC-h 2cdX a — dd— ce X ^^ ^ ^ ^0% 

— â d^cc^ si on vouloit alors que cette quantité 
servît de diviseur à C^ il faudroit multiplier au-, 

paravant C par dd — ce X ce +> ^cd, afin 
que son premier terme permît la division. 
Mais avant de faire cette multiplication, il 

faut savoir si dd-^ ce Xcc^ 2c//neseroit 
point ou un diviseur j ou un multiple de^queU 
que diviseur de D, Pour le sa\?oir , je cherche le 

plus grand commun diviseur de dd — ce X 

ce -h- %cdel de — dd — ce X ^^ H- SLdcU 

— 2d^cc, c*est-à-dire , de ddec — 6-4-4- 2cd^ 

— ^ic^^et de — ddc^-^c^^2dci — zd^cc; 
mais je vois toù(|de suite que la seconde de ce* 
quantités n'est autre chose que le produit de la 
première par — c, et partant que la quantité D 

se réduitau produit de dd — ccXcc -^ ndc 
par a — c\ donc au lieu de multiplier C par 

id — ce Xcc '-\-^2dc/^e divise T) par cette 
quantité, et il vient (fî) a — c dont il faut cher- 
cher le plus grand conunun dA^iseur avec C ) 
or /i — e divise exactement C^ donc a — c est 
'le plus grand diviseur cherché. 

L X X V I I. 

Au reste , avec un peu d'habitude dans le cî^- 



t;4 Élémens d'Algèbre; 
cul, on découvre souvent le pluâ grand com^ 
mun diviseur de deux quantités plus facile- 
ment que par la méthode générale qu'on vient 
d'expliquer. Par exemple', les deux quantités 

Autt-e manière précédentes dd — ce Y^aa-^c^ — ddcc et 

même exemple. ^ j^^ _ ^cc^à^cd X ^ "+- ^C^ étant or. 

données par rapport à dy et par conséquent étant 

MUS cette forme a a — ce X dd-^r ci — a ace 



et ^aa — 4ac*X d^2c^ — 2C^aj il est 
aisé de découvrir que a a — et; est un diviseur 
de la première, et c — ^z un diviseur de la se- 
conde. Mais a a — ce est divisible par c — a, 
donc c — a est un diviseur des deux quantités 
proposées ; je les divise donc tune et Pautre par 

c — /ï, et j'ai pour leurs quotiensee—^Xe+^'j; 
et j^ad-^ 2CC qu'on voit assez facilement nV . 
voir plus de commun diviseur. Donc c — a,o\i * 
a — c étoit le plus grand commun diviseur des j 
quantités proposées. 

L X X V I 1 1. 

Qu'on se propose maintenant de chercher le 

Autres quan- . . * . ^ -- 

titd» dont on plus grand commun diviseur des deux quanti'* . 

trouve le plus , ^ r c// a g 1 

Çrand commun téS 6^^-f- 10 H^ b — \a^CC — lO aflbcO \ 
diviseur sans la.o/ , ^ , r^ t *% » 

méthode précé- et 9 â^^^> — 2jaabc — oabcc H- i8i&e^, je 
^"^^* commence par ôter aa àe tous les termes de h 
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prefnitre, et 3i6 de tous ceux de la seconde; 
J'ai alors 6 /^^ H- i5 a^6 — j^acc — lo bec 
et Za^-*^ gaac — Uiacc H-6c^; mais comme 
la seconde ^de ces deux quantités ne contient 
aucun b i je conclus que si elle a un commun 
diviseur avec la première, il faut qu'elle Tait 
séparément avec ses deux parties 6à^ — ^aéc 
et i6a^ b — lobcci et que ces deux parties 
doivent aussi avoir entre elles le même commun 
diviseur. Or, on voit tout de siy te que 3 «a — iz, ce 
est le diviseur commun de ces deux parties , 
donc il est le plus grand commun diviseur des 
quantités proposées, si elles en ont un. Le pre- 
nant dpncpour diviser ces deux quantités, on 
Voit qu*en effet il les divise , et qu'il est par con-' 
oéquent leur plus grand commun diviseur. 

L X X I X. 



On a vii sufîîsannîmeht, par ce duî précède ] lorsqu'il y 

*. * * |K>is inconnue 

qiie pour trouver les deux inconnues que ren- dans un pro- 

. blême , il fau 

ferme un problème , il faut avoir deux equa- trois cquatioE 

• *i , j-A^ -1 ij- ' pour le rcsbtt- 

tiens. Il n est pas dimcile d imaginer en par- tire. 

tant de-là, que lorsqu'il y aura trois inconnues 

dans un problème , il faudra trois équations , et 
' ainsi de suite. Quant k la manière de dégager 
: les inconnues de ces équations, elle ne sera 

pas difficile non plus à imaginer, après ce qu*oft 

n 2. 
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a vu pour celles qui né renferment que deut 
Comment on inconnues. Car qu'on ait trois équations conte- 

degage les m- * ^ , * 

connue» de ces MÉit chacune les trois inconnues a? , y, « ^* si 

cautitioiii* 

on tire la valeur de œ de chacune de ces équa^ 
tiôns exprimée par le moyen des connues et des 
deux autres inconnues j^, -s, de ces équations, 
il est évideiit qu'en égalant les unes aux autres 
ces différentes valeurs de iP,.oxi aura deux nou- 
velles équations qui ne contiendront plus que 
les deux inconnues j^ et 2 , et qui seront par 
conséquent dans le cas de celles dont nous ve- 
nons de parler. Il en seroit de même des équa- 
tions à quatre , cinq , etc. inconnues. 

^ Comme la méthode générale qu'on vient 

d'expliquer,- peut offrir des difficultés lorsque 
l'on en fait usage, nous allons en montrer l'ap- 
plication dans le problême suivant, qui renfer- 
mera la plus grande complication que peuvent 
avoir les équations du premier degré à trois in- 



connues 



L X X X. 



lequd^'oT ^! ^^ ^^*^ ^^ 9"^ ^^^^^ magasins ^ contenant 

€onnue7^** **^' c///zcz^/i Irois sortes de denrées j ont coûté 

les uns et les autres séparément j on sait 

de plus le nombre de mesures (jue chaque 

magasin contient de ces trois différentes 
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denrées } on demande^ à combien revient 
une mesure de chaque denrée. 

Soient a^ i&,c, les nombres.de mesures de 
chaque denrée contenue dans le premier maga- 
sin, soit d\^ prix de ce magasin. 

Soient de plus e^f^ g^ les mesures des noémes 
denrées contenues dans le second nlagasin dont 
le prix est supposé h. 

Soient encore /, Ti^ /, les mesures des mêmes 
denrées contenues dans le troisième magasin, 
dont le prix est supposé m. 

Soient enfin cc\j^z^cç^ que coûte une me- 
sure de chaque denrée. 

Il est évident qUe la quantité de la première 
denrée contenue dans le magasin d coûtera a Xy 
puisque a est le nombre des mesures de cette 
denrée , et a? le prix de la mesure de cette den* 
rée. De même la quantité de la seconde denrée 
contenijè dans le même magasin , coûtera bj^ 
et la quantité de la troisième denrée contenue 
dans' le même magasin coûterai 2. Ajoutant 
donc ces trois sommes pour les égaler au prix d 
de ce magasin , on aura l'équation 
ax -^ bj- '\- cz •= dy 
on formera de même les équations 
ex -+-j(y H-^2 =Â, ^'a?4- kj- + /* = m 
en exprimant les condition^ mentionnées pour 
les deux autres magasins. 

H 3 
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Il est <Juestion maintenant de tirer de ces 
équations les valeurs de ^, JK, z. Dans cette 
vue on tirera d'abord W valeur de x de la pi^- 

mière équation , qui sera ■ , et 

égalant cette valeur de a: à celle qu'on tire de 
la seconde équation, on aura Téquation 
d—bj~ cz ^ h—fj — gz 

Egalant ensuite la même valeur '^ 

a 

à celle qu'on tire de la troisième équation, on 

aura l'équation 

d — by — c z m 1 — hj^ — l z 

a i 

De la première de ces deux équations entre 

j^ et ^, on tirera 

dç — b ey — cez ^=z afi — ^fy — ^g^x 

de — (ih^afy — bey * ' 

ou ^ = — '■ ^^ .-^, 

ce — a g 

De la seconde on tirera 

di — bijr — ic z ::^am — ahj — alz^ 

di — - am --^ ahy — b i y 

ou -5 = ^ r ^ ^. 

Cl — al 

En égalant ces deux valeurs de ;: , il est clair 
qu'qn auroit une équation où il n'entreroit plus 
d'autre inconnue que j^, et qu'en résolvant cette 



Prem. Partie. 119 

équation on connoîtroit y. Comme les cal- 
culs que l'on auroit par cette opération seroient 
assez considérables, je vais faire voir la ma- 
nière de les éviter en employant quelques ab- 
bréviations, que les premiers analystes, qui 
ont eu de grands calculs à faire*, ont aisément 

imaginées. 

L X X X I. 

Ces abbréviations . consistent à mettre de 
nouvelles lettres à la place de plusieurs ternfcs 
composés dé connues. 

Au lieu de. . . . de — ûâ je mettrai. . . a Manière d^a 

j r L /» *>rëger les cal 

de. . • . aj — OM ,. . i8 culs par des dé 

1 nominations 

de. • . . éî e — a g • • > particulières, 

de. . . . di-'^am. S" 

de. . . . ah ^^ b i s 

de. ...ci — a l ....,,.. ^ 

Par ces nouvelles dénominations les équa- 
tions précédentes deviendront z == r-^ 

y 

et 5 = . lesquelles donneront 

«<f -h ^<f)jK = ^y -¥- y^jr d'où l'on tire 

flt<p J'y ' 

J = — — - ; substituant ensuite cette valeur 

yt — ^(^ 

^^jr dans Pune des deux valeurs précédentes 

H4 
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de ^ , dans la première , par exemple , on aura 

«H ' — T 

>• T- ^<I^ 



qui se réduit à 3 = 

7f — i8<|) 

Cela fait, on mettra ces valeurs de^ et de z 

dans l'une des valeurs précédentes de a? , dans 

d — cz — by _ - . 

— par exemple, et Ion aiura 



a 



d c fltg — jScT b (t^ — ^y 
x= X X T"'^" 



dXyt — ^^ihcX<^i — |S«^ — by,<t<p — J'y 
a:z=: : — — r— • 

aXyt — M 
L X X X I ï. 

Exemple du Pour montrer présentement l'application de 
aep*t*cn nouil cette méthode, supposons que le premier ma- 
^^* gasin contienne 3b mesures de seigle, ao d'orge 

et lO de froment, et qu'il ait coûté i3o^. 

Que le second magasin contienne i5 mesure* 
de seigle, 6 d'orge et la de froment, et qu'il 
ait coûté i38^. 

Que le troisième magasin contienne lo me- 
sures de seigle , 5 d'orge , 4 de froment , et qu'il 
ait coûté 75^. Pour savoir à combien revient la 
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mesure de seigle, celle d'orge et celle de fro- 
ment , il faudra faire 

^ =^3o, ifr=: 20, C= 10, ^/=:a.3p, e=:l5, 

y= 6,^= 12, h = i38, z == ^o, X' \= 5, 
/=4, m=i']h^ ce qui donnera ^e — ah=zei 
= — 6(pjaf — be = ^=: — 120, ce — ag 
= 7^ = — 2io,^i — ^z/7^ = c^=;ôo,^^^ — • b i 
= € = — 5o, ci — a lz=z <j) = — 20, 
substituant ensuite ces valeurs dans les quantités 

(t<^ — yj"^ yt — ^4), tit, ^ — ^<r, 
on aiira 24800, 8100, 40600 pour ces troi^ . • 
tjuantités, ce qui donner^ par conséquent 

• J == TTo-^- — ^ î ^ — THJB- = ^ J et 

' 280X8100 — ioX4o5oo — ^20 XM^^^ 
^~ "^^ 3o X8100. ^"^^^^ 

Ainsi le prix de la mesure de seigle est de 4^. 

Celqi de la mesure d'orge de , ... 3^. 

Et celui de la mesure de froment de, . . &*. 

L X X. X I I L 

Comme les équations d(# problème précé- LTl^^^en^^ 

dent sont les plus générales du pi*emier degré connues^'^peu-*^ 

»à trois inconnues puisque chacune contient ^*^"^,' *^^f.^^ ^"** 

■ • r Tl ' en équations , 

[les trois inconnues combinées avec des connues ^}^^ compris . 

' • dans le problc- 

[quelconques , il s'ensuit que tout problème du me prccodent. 
premier degré à trois inconnues , sera renfermé , 
dans le précédent, aussitôt qu'il sera exprimé 
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DEU^XIÈME PARTIE. 

De la résoliuion des équations du second 
d^gré. 



JAI 0U5 avons présentement assez traité fe 
problêmes du premier degré pour passer à ceut 
des autres degrés , et particulièrement aux pro- 
blèmes du second, degré , que nous allons exa- . 
miner dans cette seconde partie. Quant à la 
rrwnière d'exprimer analytiquement leurs con- 
ditions , elle est la même que dans les problê- 
mes du premier degré ^ ce n'csç que pour r6r 
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•oi|clre lés équatiom auxquelles on arrive en 
exprimant les problêmes , qu'il faut employer 
des méthodes différentes , suivant les degrés 
de ces équations. On en peut voir un exemple 
daiîs le problême suivant, qui dans sa géné- 
ralité renferme des problêmes de tous les de- 
grés , et n'est pas plus difficile à exprimer ana- 
lytiquément pour le degré le plus composé , qye 
pour le plus simple. 

I. 

îjn homme ayant placé une somme a dans proj^i^mg „£ 
Un commerce oit il perd . ^eut se retirer dès contient dans sa 

' -^ généralité des 

la première année j mais en avant manqué ^rohxtmes dé 

' ■ ^ ^ ' tous le» degros 

f occasion ^ et ne V ayant pu retrouver qu*A 
ta deuxième ou à la troisième ^ ou ^ en gé- 
. Itérai y à la n^^"^^- année ^ il trouve que 
\ la somme est diminuée de la quantité^ de 
ce qu'elle étoit après la première année. On 
demande à combien pour cent mon toit sa 
perte par an. 

âoit X le nombi'ê cherché , c'est-à-dire , ce 
que chaque cent livres perd après la première 
année. Eji faisant cette proportion loo : loo 

lOO — X 

"^ X = a : tf X ? le quatrième terme 

IO0 
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lOO — X ^^ X 

izX — 9 ou tf X I *— exprimera 

loo lod 

ce que devient la somme a après la première ' 
année. 

Si on continue ensuite cette proportion efl 
disant 



• «Xïoo — X /stXioo— a? 
îoo: loo — a7i= : : 

lOO lOOOO 

le quatrième terme 



a X ïoo — X X 
: •-- — ,ou//Xi — 

lOOOÔ* lÔO 

sera ce que devient la même sorhme a après 
la seconde année. 

On exprimera de même ce que cette somme 
devient après la troisième année par 

■ 3 

/7 X I , et , en général , ce qu*ellede> ' 

IOO ^ ^ ^ 



vient après la n^"»^ année seraâ^ X i 'f '^ 

^ lôo ^ 

c'est-à-dire a multiplié par la quantité 

X . . 

I élevée à la puissance n, , 

IOO ^ ! 

1 1. 

Présentement si on veut savoir quelle sera 
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équation à résoudre , en supposant qye le né- 
^ciant se soit retiré à la seconde année , il 



rjQ Equation da 

ludra égaler la quantité a X i à la quan- Pr|Wéme pré- 



oc 
itétf Xi diminuée de la quantité by 



cas du second 
degré. 



100 



:e qui donnera 



CD X 

fl X I ^— = û5 X I b , 

100 100 



ou en multipliant i -^ par lui-même , ainsi 



œ 

100 
que l'indique l'exposants. 



Si X XX X , 

«Xi 1 =^Xi b 

;ioo ïoooo 100 

b 
Oui se réduit à o:^ — 100 a? = — lOOOO - , 

a 

équation du second degré à laquelle les mé- 

tliodes précédentes ne sauroient atteindre. 

m. 

Sî on suppose que ce ne soit qu'à la troi-^ 
sième année , l'équation â résoudre sera 

«X ï = «X I — ^> qui ^" 

100 100 
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a? 



multipliant i deux fois par luî-mème; 



lOO 



ainsi que l'indique l'exposant 3 , devient 

Pour le troi- 3 ^^ 3 ,^a . ^3 
sicme degré. ^ >^ i -^ J- .*— 



100 loooo I 000000 



= /z X I — ^ * o» ^nfin x^ — Soca?» 

100 

^ : 

+ 20000 œ = 1 000000 - , équation qui doit . 

^ I 

naturellement promettre plus de difficulté que J 

la précédente. 1 

IV.. ' 

Quant aux autres cas , on voit aisément com- ^ 

ment on parviendroit successivement à former 

les équations qu'ils donneroient , et Pinduction*^! 

montre que l'équation seroit toujours du degré | 

exprimé par le nombre /z. Si on veut avoir \ 

cette équation , en général , sans spécifier le j 

nombre n , on n'aura qu'à employer l'exprea^ j 

sion générale aXi de la quantité que ' 

devient « après la n«ro« année, et ré(][uationsen..- 

lOO lOO -J 

X œ b 

ou I — -1 »= i , 



lOo loo a 



V. 
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Contetitons-nous présentement de i*ésoudre 
le problème dans le cas oii son équation est 
du second degré, c'est-à*dirè, lorsqu'elle est 

b 

X^^\QOX:=± — roOOO - , ou plutôt cher- Manière d'ar, 

■ river ù Ja solu-- 

chonsune méthode pour résoudre généralement Ç^^S^ 
toutes les équations du second degré. Ceux qui ^^^'^ **^sr*^' 
Voudront résoudre des cas plus élevés du même 
problême, y parviendront facilemerrt, aussitôt 
qu'ils auront vu dans la suite les méthodes gé- 
nérales qui conviennent aux degrés que ces équa* 
tiens donnent. 

Ce qui se présente le plus naturellement en 
cherchant une méthode pour résoudre généra- 
lement les équations du secgnd degré , c'est de 
VoirlaliaisQn qu'il peut y avoir entre ces équa- 
tions et celles dii premier : or , il est clair que 
toute équation du premier degré deviendra du 
second , si on quarre les deux membres î par 
exemple > a? -4- ^ ^^ ^ donne étant quapré 
x^'\-%ax-\-a^z=Lb^ ; reste donc à savoir « , 
paruqe opération contraire, on pourroit rapi* 
|{»eJler tout^ équation du second degré à jyine du 
[premier. Pfenons, par exemple, l'équation 
p^-+-/? 0?=: y qui exprimera toute équation du 
prcond degré selon les valeurs qu'auront ^ et ^ ; 
To/nel. I 



ct?s lettres pouvant désigner toutes sortes de 
quantités positives ou négatives. Suivant ce que 
nous vénohs de dire , il n'y a qu^à voir si .t* 
-4-^-2? ne séroit pas le quarré de quelque quan- 
tité dont là pretnière partie seroît J7, et doiit la 
seconde seroît une cpnnue , afin de trouver-, 
par ce moyen , l'équation du premier degré , 
qui, étant quarrée, sefok deV(înue ^^ -f-/?dr 
=ry.Or, onvoit facilement quda?^ H-/?.!? ti^est 
pas un quarré , mais on voit en même tem^ qu'il 
peut le devenir par quelque addition , et l'ofi i, 
comme on sait, la liberté de faire cette addi- 
tion , pourvu qu'on ajoute la même quantité 
de l'autre côté de l'équation. 

Afin de trouver ce qui manquera .-r^ -4-/^25 
pour en faire un quarré , il n'y a autre chose â 
faire qu'à comparer cette.quantité avec le quarré 
xa^^2ax^aa; le terme p x répondant à 
tiaœ yp répondra à 2 /z. et partant ak\p:oXt 
comme /z^ est ce qui manqueà.T^-+-2tf arpour 
en faire un quarré , le quarré de {p , c'est-à- 
dire > \p^ sera ce qui manque à ^^t-h^ a? pour ^ 
en faire un quarré > c'est-à-dire» que xx-^ps- 
-+-^^^ sera un quarré ; il l'est en effet , et c'est j 
celui dex^jp. Ayant dortc ajouté ^^^ a«jl 
premier membre deTéquation , il faut en ajouter^ 
autant de l'autre côté, et l'équation sera a? r 
^px'+'ipp=Ç'^\pp, Or, là quantités 



/ 

/ 

/ 
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^* |-/^ multipliée par elle-même domie xX'^p x 
*** kPV » *^ ^^"^ donc que cette quantité soit 
aussi égale au nombre qui ^ multiplié par lui*. :_ / 
même , donnera q +• ^pp^ Pour exprimer ce 
nombre , ou plutôt cette quantité en gépéral , 

bft écrit \/ ^-^^VP^ Employant le signe (/ j Lesîffne\/ii 
qu'on appelle signe radical , pour faire (i) res»quarrëe. 
souvenir qu'il faut pfendre la racine quarrée de 
la quantité qui le suit , laquelle doit être tou*- 
jours , pour èvitet la confusion , surmontée d'uiie 
barre , Ou renfermée entré des parenthèses. 
Od a doric , eti employant cette détiômiila-' ^ 

tien ar -4* ^ -^ Su \/ q^ \p^ , d*oii - Pon tire 

« = — ^p-hj/^-f-^:/'^ ♦ valeur de .T daiKl 
Véquation proposée,r,T -f*^ccnzs^, et cette 
valeurservira pour toute équation donnée > aus* 
sitôt qu'en comparant Cette équation avec 
a? ir-h/? .1? ï=s ^, on aura déduit les valeurs par* 
ticttlièresde ^ et de ^* 

SI on ôè Souvient présentement que Poil 41 
trouvé [ If « Part. art. LX ] qu^en multipliant uni 



(i) Le nombre qui ^ multiplie par lui-même , en a form<5 uù 
! litre etfC dit sa racine qnarrce, oi^ simplement sa racine ; cette 
[iéfiftition connue en Arithmétique est aussi admise en AIgëbr« 
f'foar toutes sortes de quaniitës. 

la 



l 



/ 
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■ * " ■ . ■ ■ ^ 

f/-â5oo — loooo - jt^t's^'dîre , que la valeur 

4ç oo sera So ± 5q y i — -■ . 

.' <^uant à la démonstration de ce principe que 
la racine d'un produit quelconque, se trouve en 
multipliant les racines de ses produisans , elle 
est bien facile à imaginer y lorsqu'on s.e rappelle 
l'inverse de ce principe , c'est-à-dire , que pour 
quarrer un produit , çpnime ab ^on multiplie 
l*iin par l'autre , les quarrés <ï iz et i^ A deses pro* 
duisans a ^ b. 



ce PrSîeinç, Pour faire usage de cette valeur de a: , il n*est 
plus besoin que çle savoir quel est le rapport 
qu'on veut qu'il y ait entre b et a. Supposons» 
par exemple , que b soit la partie ^j de a , c'est- 
à-dire , que le négociant ait trouvé à la seconde 
année la. somme diminuée de ce ^qu'elle étôk 
après la première, d'une quantité égale aqx^dui 

total 3, on aura par cette supposition -^^ =îf î 

Ab % y^k 

et I r — =rr, d'où la racine K i — -^ 

« a 

sera y et donnera p^conséquent çc =?^o i 5o^ \ 

lal^ 



qui exprimé à la fois 6o et 40, 



i 
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Or, ces deux valeurs de a: résolvent en effet 
également Péquation a? a?— iooa?= -—2400 
dans laquelle Téquation générale 

a?.x-*- icx>ir== — looop - se change par \^ 

CL 

supposition de - =r5"- car» a?a7— • 100 a? de- 

CL 

vient également — S4Q0 , soit qu'on fasse 
a? =60 , ou qiie l'on prenne x = 40. 

On peut encore , d'une manière plus convain- 
cante, reconnoître la nécessité dejs deux solu- 
tions 60 et 40. Car x qu'ion suppose d'abord 
0?;=: 60, c'est-à-dire , que lasomme de looooo^ 
par exemple , perde 60 pour cent par an , il est 
évident qu'après la première année elle sera ré- 
t cluite à 40000^. 

A la seconde année elle sera de 16000 ^ 
çn perdant encore 60 pour cent ; or 16000 ^ 
font plus petits que 40000 ^ de ^4000 ^^ 
qui sont les -^ de 1 00000 *_ 

Qu'on suppose à présent que la même somme 
de looooo^ perde 40 pour cent par an , après 
la première ahnée^ elle sera réduite à 60000^, 
et après lasecondtf^à 36ooo^ : or , 36ooo^ sont 
encore plus petits que la somme 600000^ de la 
guantité 54000^, ou des—- de looooo^. 
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XL 

Autre cxcm- Si ôn veut que A soît Ics 75- de a, on aura 

^*'' iP=:5o ± 5o 1^1 —^ = 5o ± So 1/ ^ 

= 5o + 3o^ c'est-à-dire , ou 80, ou 20 
qu'on trouvera encore résoudre également. le 
problème. 

'xii. 

«empTeqltde^^ Mais si l'on supposc - =TOn trouvera 

mandant la ra- 
cine d'une quun- 



cmea unequun- , > . 1- ■ t» ty' , ' n 

titénë§ative,est^r=50T00K i — f , OU OO T'OO »^ j. Uf, 

impossible. . , 

comme on ne sauroit trouver aucune quantité 

qui , étant multipliée par elle-même , donne— , 

il s'ensuit que la quantité ^^ — y ne sauroit 
être réelle, ou, ce qui revient au même ^ que 
le problême est impossible dans ce cas. 

Ainsi on peut être assuré qu'il n'y a aucune 
valeur possible à substituer pour a: dans l'équa- 
tion a: X — roc .r = — 12S^22, qui fasse que les 
deux membresen deviennent égaux ; pu , ce qui 
revient au même, que la somme à, vit sau'ioit 
être altérée chaque année, suivant au cime pro- 
portion donnée qui soit telle que de la seconde 
à la troisième anhée la diminution soit d'une 
quantité égale au tiers du total. Les géomètres 
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regardent cependant comme une espèce de so- 
lution ou de racine de l'équation 
xx-^ 100 X = — i^2£ , la valeur 5o + 5o 

'^v — j qu'ils trouvent alors, mais ils Tappel- ^f' "?»°^ 

^ * ' . * t sont dites ima- 

lent une racine imaginaire , et cette racine ima- ginairés. 
ginaire à cause du signe + est toujours censée 
une double solution. 

XIII. 

On voit, par la valeur générale Quelles sont 

les équations du 

^iP i ^Ç-^iPP àe rvy que toutes les fois ^«^^^^"J^^**^^^':^^^^ 
que la quantité désignée par ç , sera négative et sont imagioui- 
pjus grande que ^pp , les deux racines de l'é- 
quation œœ^ p x z=ç , seront toutes deux 

imaginaires. 

XIV. ' 

Lorsqu'on aune équation quelconque du se- r^,^i„,î^„ ^es 
cond deeré , on peut la résoudre «ans la com- équations du se- 

" •' cond degre>5ans 

parer terme à terme avec l'équation générale j«* comjparer à 
xx^p x'::=^; car on peut sans augmenter le raie, 
calcul , répéter le même procédé qu'on a suivi 
en résolvant cette équation générale. Il ne faut 
pour cela qj^ ajouter aux deux membres le 
(juarré de la moitié de ce qui multiplia x 
dans le second terme du premier membre , 
et prendre ensuite la racine ejuarrée des deux 
membres. Qu'on ait, par exemple, à résoudre 
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l'équation .^0?+ 8 a? = 9 , en ajoutant des deux 
côtés 16, qugrré de , la moitié de 8, on a 
a? a? -1-8 ic-h 16=9-1- 16 = aS.Etprenant en- 
suite la racine des deux côtés , on a .T-f-4= + 5, 
c'est-à-dire, a? = — 4+5, oua? = — 9et.T = i, 
et cesideux valeurs résolvent également l'équa- 
tion a? a? -4- 8 a? = 9. 

X V. 

Pour accoutumer les commencans aux diffi- 
cultes qu'on rencontre dans les problèmes du 
second degré , nous leur proposerons encore le 
AatrePrcw problême suivant: 

l^lcaio du second ' , i- ... 

«itfgr^.-. Trouifcr sur la ligne qui joint deux lu- 

mières quelconques y le point oii ces deu(t> 
lumières éclairent également , en supposant 
ce principe de physique ^ que V effet d^une 
lumière est quatrefois plus grand ^ lorsqu'elle 
est deux fois pljus proche ^ neuf fois plus 
grand lorsqu'elle est trois fois plus proche } 
ou pour s^ exprimer comme les géomètres , 
queson effet est en raison renversée du quaxri 
de la distance. 

Que a exprime la distance qui est entre les 
lumières données , et que le rapport de //ï à /» 
soit celui qui est entre l'effet de la plus petite 
lumière à une certaine distance , et l'effet de la 
^l^lus grande lumière ^ la niême distance. 
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Déplus, quç^ x exprime la distance de la plus 
•petîtedes deux lumières à un point pris à volonté 
8ur la ligné qui joint les deux lumières, il est clair 
que a — â?sera la distance du même point à l'autre 
lumière , que les quarrés de ces deux distances 
«erontaîa et ap^-^a ax^ a^^ et par conséquent 
que les quantités qui seront en raison renversée de 

ces quarrés seront entr'elles comme (i) et 

X op 



çox?^^%axi^aa 



De là il suit que si les lumières étoient égales, 
les effets qu'elles produiroîent chacune dans ce 
même point , serbient entre elles comme 

— à. — — ; mais ces lumières 

ce a? XX — • ^u x -f- a a 

ayant des quantités absolues qui sont entr'elles 

dans la raison de ttï à tz , leurs effets doivent 

donc être entre eux comme 

w - n 

- — à 



Qix xx^-^s^ax-i-if^a 



(i) Ceci doit être facile àr entendre à ceux qui auront vu 

A^«. FAritl^m^tique ce que c'est que des raisons renversées. H 

I I 
nVa pas plus de difficulté à voir que et ; 

tout en raison renversée de jr x et de xx — a a x •♦• <i « > q"'* 
}wt que \ et j sont en raison rcip^vcrséç de 3 et 4» 
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Présentement pour que le point prisa volonté' 
devienne le point demandé, il n'y a autre chose 
à faire qu'à égaler ees deux quantités, ce qui 
donnera l'équation m ^a •— s.amxM^mxig 
= ;z.r a: , qu'on résoudra ainsi. 

On commencera par passer les termes mxis 
et 2amx àsLTïS l'autre membre, ce qui don» 

nera n — w X ^^ -+* 2a/nx = maa^ ou 

% am aam 

œx-\ X : 



On ajoutera ensuite aux deux membres de 
cette équation le quarré de la moitié du coeffi- 
cient du second termç , et l'on aura 

2amx aamm aam 

1- ^ = ■ — 

n-^ m ^ — ^ n — m \ 



x^ 



' dont le second membre devient 



a CL IT^Tl 



n^'^m 



en mettant les deux termes 



aam aamm 1 • . 

H , au même dénommateur etcB 

n—m n-^m 

réduisant'; • 

Cela fait, on prendra la racine des deux nocm- 

bres de l'équation , . et l'on aura. . , 

a /7z 

X H 

n — m 



1/^ aamn 



n — vé 



3u œ 



Oëuï.' Partie.' 
am 



n-^ m 




nant la racine de la partie ' qui est un 

quarré parfait , et laissant sous le signe radical 
son multiplicateur »^/^, qui n'est pas un quarré, 
du moins dans totites leis valeurs de >7r et de n. 
Donc les deux Valeurs d'à? qui résolvent l'équa- 
tion précédente , et par conséquent le problême 

qui a conduit à cette équation , sont exprimée» 

paria formule • 



f = -r» i —r—rrr- y mn^ ou 



X == 



XVI. 

On voit par cette expression que Pune des Des deux vâ- 
Valeurs est nécessaîr.ement négative , et l'autre te^rune est nél 
positive. Car, i^. si on prend le signe — pour sitive,rautre 

1 . I • négative. 

la quantité radicale Kw/Xjiln'estpasdouteuxque 
la quantité totale ne «qif négative &<>. Si on fait 

'^/w/zpositive,— m-+- V mn qu'on a alors sera 
positive , parce qu'ayant fait par la supposition n 

plus grand que /», ï^/w /ï doit être plus grand 
que m. . 
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# 

X V i i. 

Usage de la ta- Si on chefclie présentement l'usage qu^on doit 

leur ncgative. *. . \ \ i r ^^ - v * 

faire de la' valeur négative , on trouvera , en àc 
rappellant, ce qu'on à vu (L part. art. LXIII.) 
sur ces valeurs dans les équations du premier 
degré , qu^elIe doit être prise dans un sens opposé 
à la première , c*est-à-dire , que le point qu'elle 
donne pour résoudre ce problème , au lieu d'être 
placé entre les deux lumières , sera placé sur le 
prolongement de la ligne qui les joiût du côté 
de la lumière la plus foiblo* 

On n'aura aucune difficulté à admettre cette , 
position de la valeur négative de x , lorsqu'on 
remarquera que cette mêrne valeur n'a été trou- 
vée négative , que parce qu'on a résolu le pro- 
blème, en regardant le point cherché comme 
placé entre les deux lumières ; car si on avoit 
fait attention à la possibilité de prendre ce point 
; ' sur le prolongement de la ligne qui lés joint, 
on auroit eu un auti'e calcul relatif à cette posi- 
tion , et Vx qui. auroit été alors placé naturelle- 
ment sur le prolongement de la ligne qui joilit 
les lumières^^ auroit été positif. ^ 

X V II I. 

Pour nous faire mieux entendre , nous allons 
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reprendre le problème en entier, en supposant 
le point cherché sur le prolongement de la ligne 
qui joint les Jumiëres. La distance de ce point 
à la plus petite lumière étant toujours nommée ir, 
sa distance à la plus grande lumière sera alors 
d -H a? , les quarrés de ces distances x x 
et tf«ai *f- ^ax 4- a;,T, les deux quantités 

de lumière — et 



! 



XX aa'+'2ax-h^x ^ 
lesquelles étant égales par les conditions du pro- 
blème , donneront = 



XX aa^2ax-^xx^ 
o\x maa -^ ^amx -+- mxx ':=:i nx x , ou 



n — wX X X '^ lamx =1 m a a y ou 

%€i7nx tn - 

XX -ztz ^ a a qui étant re- 

n — m n —— f/i 

solue donnera 



"" dont la première va- 



n^'^ m 



. a y(, m ^ ^ mn . 

leur '■ ' sera- positive, et la 

n "-^ m 

seule qui résoudra eicsictement le problême dans 
le sens où il est proposé alors. 

Quant à la seconde valeur » ■ 



<y 
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qui est négative , elle doit être alora prise dam 
un sens opposé à la première, c'est-à dire, que 
le point qu'elle donne doit être placé, non comme 
on l'a supposé dans le calcul , sur le prolonge* 
ment de la ligne qui joint les deux lumières^ 
mais sur cette ligne elle-même. 

Ainsi , dans cette nouvelle solution on a , par 
rapport aux signes, tout le contraire de ce qu'on 
avoit dans la premièi'e , et ces deux solutions 
confirment ce quç nous avons déjà vu dans la 
première partie, art. LXIII, que les inconnues 
qui deviennent négatives doivent toujours être 
prises dans un sens opposé à celui qu'on leur a 
donné en exprimant le problême. 

X I X. 

Nous ôterons , je crois , tout embarras aux 
lecteurs, sur ce problême , en prenant un exem- 
ple. Supposons que ^2 = 4/», c'est-à-dire, que 
la plus grande lumière ait quatre fois plus de 
force que l'autre : ensubstituant cette valeur de ^ 
dans la formule générale de l'article XV, 

X — 'w i- '^7^/ï; elledevien- 



n — Tii 



a . 



dra X = — — X — I + ^ , c'est - à - dire, ou 

H-ytf,.jOU — /?, qui fournissent deux points 

également 
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également propres à résoudre le problême, Pun 
placé entre les deux lumières deux fois pjus près 
de la foible que de la forte , et l'autre sur le 
prolongement de la ligne qui joint ces lumières , 
et à une distance de la foible égale à celle qui 
est entre les deux lumières. Or , il est très-facile 
de voir sans Algèbre que ces deux points résol- 
vent égalemlEnt le problême , puisqu'ils sont l'un 
'et l'autre deux fois plus près de la lumière foible 
que de la forte , et que Irf forte est quadruple 

de là foible. 

XX. 

Les principes que nous venons de donner sont 
sufïîsans* pour toutes les équations du second de- 
gré ; mais comme les Commençans ne peuvent 
guères les posséder qu'en les pratiquant , nous 
» allons lés exercer à la résolution de plusieurs 
équations : il en résultera cet avantage , qu'outre 
qu'ils en sauront mieux la méthode , ils appren- 
dront en même tems de nouvelles opérations 
d'Algèbre, qui isont sans doutcdûes aux r^ 
cherches que les premiers Analystes ont faites 
sur les équations du second degré. 

Soit bxx = 2C^.7> ^ 2 ce a y en Ordon- Nouveaux 

exemples de ro* 

nant cette équation, c'est-à-dire, en passant les solutions d*c- 

* * ^ , quations du se- 

termes affectés de x du même côté , et divisant con4 degré, 
tous les termes par le cocfïicient de x.v , on 
TomeL K 
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2CC (V s.ccâ , 

aura «» — — -7- — = — 7—-, aux deui 

meriibres de laquelle ajoutant XT*^^P^^" 
nant ensuite la racine quarrée, on aura 



ce , l/a c c a b -H c4 

«^ - — = i ^ Tb " 



fi= + —7— ^^ia«^%-h c?c, c'est-â-dire, 



ce + c ^2 ab ^ ce 
a? = = ; . 



gs . nn tnTflXX 

ooxtff^gg^s^gx^ofx = qui 

n n 

devient d^abord 

mm — lin ^^ ^« ^ 

X ^()0-\-2gX^ff^gg,tt&i' 

n n 1 

^gfin ffnhy^ggnn 
suite XX ^ — X = -^^^ ^^ — •, 



ou XX ^ 



m.m."^ nn m^m^^-^nn 

a.gnnx ggnk 



mm. — nn 



m, m, — n fi 
ffnn-Ar ggnn ggnk 



m m — • n n 



m, m. — r n ^ 
ffn nmm ^ g g nn mm — ffnk 



mm — . nn 



r 



I ' - 
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d'où l^n tire ir -f- 



gnn 



mm — nrk 



n yffmm -h ggm m —ffn n 

zzz: jT ■ — ' ■■ * 

m lit — *• n n 

n 



ou. ... ^ a> 



m,Tn — - nn 



y.—gV ±.^ffmm'\^ggmm-^ffnn. 

. Soit a b c— « cLff'+- 2 afz -=: a.zz — b z s, 

qui étant d'abord ordonnée deviendra 

i 2^af abc — aff 

' zz ^~^; z — ^^, ensuite 

I # a -r b a — b 

f ^ « u- . z -t- ^ = V 

a-- b J» a — b 

a — b 

a — b a — b 



af^ yaahc — ah hc'\- abff 
a^-^ b 
Soit à présent l'équation , 

^a^ — 9 2,x^^2ax == i^ ab —. 18^^, en 
l'ordonnant on aura xx^^ax:=i2,aa — 9 ef^b 
\^^bbyO\xxx — ax-^^aa^^s^aa 
\t^ gab-^ gbb ç[\x\Aorixxt X =i\a 

E+ ^\aa-^ ()ba-^ gb b. 

\ 



On réduira aisément cette quantité si on a 
[tu, et on ne ppuvoit guères manquer de \% 



IL 0t 
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voir dans tout ce qufe nous venons de dire , que 
le quarré d'une quantité composée de deux ter- 
mes , devoit être égal à la somme des quarrés 
de chacun de ces deux termes , et au -double 
produit de ces deux termes. 

Car, trouvant dans la quantité | a a — i^ba 
•^ gb b les termes \ a a tt g bb qui sont 
les qùàrrés de \à et de 3 A , et le terme ga b 
qui est le double produit de ^ « et de 3^, on 
voit aisément que cette quantité | a a — gb a 
•4- 9 i& i& est le quarré de | /z — 3 ifr. Donc au 

lieu de l'expression y\aa — gba H- gb b^ 
on peut écrire simplement I a — ^ b : dofiG 
la valeur de x est alors ja + ^à'^Sb, c'est- 
à-dire, ou 3,a — 3b, ou — « •+- ^ifr. En 
effet, Ton voit que ces valeurs résolvent égale- 
ment l'équïition donnée. 

XXL 

Comme dans les différentes équations du se- 
cond degré qu'on peut avoir k résoudre , il ar- 
rivera souvent des cas de même nature que celui 
qù*on Vient de trouver , il faut avoir quelque 
méthode sûre et générale pour reconnoître les 
quantités qui sont des quarrés, et pour trou- 
ver leurs racines ; cette méthode est aisée à ti- 
rer des principes que nous venons d'employer 
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tfans l'exemple précédent ; en voici le procédé 
sur un autre exemple. 

Soit la quantité 3o a b -^ ob b -^ 2b a^ ^, ProcW<5 de 

. 1 j I • 1 extraction de 

dont on demande la racme quarrée. la racine quarrée 

J'ordonne d'abord cette quantité par rapport exemple. 
à une des lettres qu'elle contient, par rapport 
à^, par exemple, et j'écris par conséquent cette 
quantité, ainsi qu'on la voit dans la table ci- 
jointe, case I.- 

Je prends ensuite la racine du premier terme 
iba^9 laquelle est 5 ^, que je prends pour pre- 
mier terme de la racine cherchée, et que j'écris 
kctté de la quantité proposée 2,b a^ -^Zobn 
+ gbb^ ayant tiré auparavant une barre pour 
éviter la confusion. Je place alors sous la pro-- 
I po^ée le quarré 25a^ de 5 ^^ , en lui donnant le 
signe — , je tire une barre et je réduis , j'ai , 
par ce moyen , la quantité 3o ifr^ •+- ç b b que 
j'écris sous la barre ; cela fait , je double 5 a , 
ce qui me donne 10 a que j'écris au-dessous de 
5 tf , et je divise ensuite le premier terme 3oba 
de la quantité Soba-^gbb par 10 «, et j'écris 
le quotient 3 b , qui est le second terme de la ra- 
cine cherchée à côté de5a ,]e l'écris en mênio- 
tems à côté de 10 a ,* et je multiplie ce nou- 
veau terme 3 b de la racine par la quantité in- 
firieure 10 /z H- 3 A, en observant, comme dans 
la division, de changer les signes en écrivant le 

K 3 
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{>ro(luit sous la • quantité 3o ah <+- -ç^A b j fai- 
sant alors la réduction, et voyarit que tout se 
détruit, je conclus que 5a^^ ^b est la racine 

cherchée.- / 

X X I I. 

Polir fortifier les Commençans dans la méthode 
d'extraire les racines quarrées, il ne sera pas inu- 
tile de leur faire parcourir les deux exemples 
suivans : 

, Autres excm- Soitd'abordproDosé d'extraire* la racine ouar- 

pies d*extrac- , , , . , , - 

tions de racine réc de la quantité 4^^«— 4^ b a ^ j^ca -+- 
uarrte. ^^ — ti^cb-^r cc Ordonnée par rapport à ^. 

Je côînmence par prendre la racinte de 4 a^ 
laquelle est 2 a que j'écris à côté delà proposée, 
[Voyez la secôhde case de la table ci*jointe] 
je retranche ensuite le quarré 44:2^^, et j'écris le 
reste — 4 A/itH-4c/z -hM-^ 2cA -+- cc^' je 
double s. a , et j^écris le double 4» àu-)dessous ; 
je divise lie terme ^- /\:ba par 4/^, et j'etiîs le 
quotient — b , tant à côté de' la racine que du 
diviseur 4/z. Multipliant alors ^— b par 4/1 — '^, 
j'ai , en changeant les signes, -+-4^ « — • è b que 
je place encore sous le dividende , et j'ai , après 
la réduction, -+- j\ca -^ ac'i6 -4- ^^ qui doit 
servir encore de dividende ; je double alors la 
racine 2. a — b^^t j'écris le double 4 âf— nb 
au-dessQus j je dit ise -f- 4^ ^ par 4 <ï , et j'écris 



r 



i 
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']e quotient -f- c à côté de la racine 2a^^ t, 
et à côté du diviseur. Faisant ensuite la multi- 
plication de H- c par 4a — 2,A^c,et écrivant 
avec des signes differens le produit sous le divi- 
dende, tout se détruit 5 d'où je conclus que la 
racine est possible, et qu'elle est 2 a — ifr -t- c. 



Soit ensuite proposé d'extraire la racine quar- 
rfe de la quantité 4 a?4 H- 8 ax^ H- ^a^x^ ^ 
16 A*a?*-t- lôè^ax -+- 16 b^ ordonnée par rap- 
I port ^ X y en suivant les opérations qui sont 
i écrites dans la table ci-jointe , case 3, on verra 
\ facilement que la racine quarrée de cette quan- 
: ^XiesX,%xx^ 2ax^ \bb. 

X X I I I. 

Dans les differens exemples que nous avons 
\ donnéssur les résolutions des équations du second 
'degré , les Con^mençans n'ont guères pu trouver 
de difficulté , que lorsqu'il étoit question de ré- 
duira lesquanti^é3 radicales en ptant de dessous 
le signe , les quantités quarrées qui étoieqt des 
produisans de la quantité radicale : en effet cette 
opération est la plus délicate de celles qui peu- 
vent entrer dans I^ résolution des équations du 
ijécond degré, il est donc in^portant que les Corn- 
meni^ans s'appliq^ent ^ la pratiquer facilement. 

K4 
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\ Pour les aider à y parvenir, nous "joindrons ici 
les exéhiplèssui vans : 

réduction de ^ l/'/z^ ù ^ 4.a a h ù r+-^a&^ — a -ha.^ Kab 

quantités radi- ^ ' __ 

cales, ce C 



i/^aahhmm j\aam^ ^^^x/iTL — '■ 

pp zi p zz "~^ z 

7 a 

XXIV- 

Lc8 quaniiiés Presqu'aussitôt que les équations du second 

S^radoCT c^xac- ^^gré Ont fait connoîtrc \t\ quantités irratio- 

iommJnlura-*' "^'J^s OU incommcnsurables (on appelle ainsi 

adîcs" "^"^^ 'es quantités qui n'ont point de racines exactes), 

on a été oblige de faire sur ces quantités les 

mêmes opérations que sur les quantités ratîo- 

uelles ou commensurables , c'est-à-dire, qu'on 

a^eu à ajouter, à soustraire, à multiplier, à 

diviser des quantités , ou toutes incommensu- 

^ râbles , ou en partie incommensurables , et eà 

partie commensurables. 

L'addition et Q^ant à Taddition et à la soustraction des 

la soustraction quantités radicales , elles ne renferment aucune 

de ces quantités 1 ' . ^ 

ne supposent difficulté Que cellcs de la réduction de ces mêmes 

que leur rcduc- ^. * 

tion. quantités à leurs plus simples expressions. 
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— 4 a?^ 4 ,t2 ^- s ût .T 
, 4,x?2 ^ 4/z:r + 4^2 

Case 3. 
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exemple, s'il faut ajouter i^ ^Sab^ 
) ^ ^ôa , je change là première de ces 
ités en 4 ^ ^^3iz,etlasecondeen5^^^3^z, 
asommeestp^ ^^3a.- 
la même manière 

p I ^ 



2C 



c 



a^ b b c y^ ab 



3 aa-hôac-i-Scc 
\^Vb 



— bcX 



a 



XXV. 

.'égard de la multiplication , si les quan- 

, 1-1- 1 • ' Mnhiplicatiûn 

qu on veut multiplier sont toutes deux m- des incommeQ- 

nensurables , il est clair qu'il n'y aura **^* 

chose à faire qu'à multiplier les quantités 

«ntsous le signe radical , et mettre le même 

radical à la tête du produit ; s'il se trouve 

les réductions à faire , on les fera comme 

sus. 
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Qu'on aîf à multiplier, par exemple, ^ ab 
X ^ aCj onècvir^^ aabCjOMa^ bc. 

De même ^^37^X ^ Afgo = ^la^f^ccd 

Lorsque les quantités radicales qu'on aura à 
multiplier seront égales , il faudra çimplement 
ôter lesigne radical. Pour multiplier , par exem- 
ple , ^ a^ c d ^ par ^ à^ cd^ on écrit simple- 
ment la quantité a^ c dsans signe radical. 

Si la quantité qui multiplie un radical est ra- 
tionnelle , il faut se contenter de l'écrire devant 
le signe avec une barre au-dessus lorsqu'elle a 
plusieurs termes ; si on vouloit la faire entrer 
sous le signe radical , il faudroit la quarrer au- 
paravant. 

Par exemple le produit de a ^ b par 

r _ tst a-\-br _. 

aa — ùb qa — AA, 

^" Y ffgXaa-^s.ab'^ib, m 
a a — h h 

■ %a\^°^^b^' o \/ aa^bh 

r X —'3 a r — r 

c d 



- 
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\'\-6aa 
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6aa 




J?b 




' 


ycd 


' ' m 



l^a-i-AX ^ a-^b=^ aa — bb. 

S'il est question de multiplier des quantités 
composées de plusieurs autres, ou toutes ra- 
dicales , oiî en partie radicales et en partie in- 
commensurables , Topération ne sera pas plus 
difficile que les précédentes , pourvu qu'on se 
rappelle les règles ordinaires des multiplications 
des quantités complexes. 

Par exemple , 3 a ^ b c — ^b ^ a c X^ ^ ^ab 
:=z6abcy ac — É^ab cv bc 

a'\~^ aa — bb y.a-i-i^ aa — bb 



:=:2aa — bb^2a ^ aa — bb. 



incouiniensura' 



XXVI. 
Lorsqu'il s'agira de diviser deux quantités ir- . Division d* 
rationnelles l'une par l'autre, on divisera lesble*. 
quantités qui sont sous le signe , et l'on mettra le 
signe devant le quotient. 

S'il faiSt diviser une quantité irrationnelle par 
une rationélle , qn mettra tout simplement la ra- 
tionelle sous l'autre , avec une barre assez longue, 
pour qu'on puisse connoître que le signe ne portç 
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pas dessus ; si on veut , au contraire , que le signe 

radical y porte , il faudra quarrer le diviseur. 

S'il y a des quantités commensi|rables devant 
les radicaux , on les divisera à l'ordinaire , et on 
écrira leur quotient à côté du quotient radical. 
Toutes ces choses s'entendront sans aucune 
peine , par les exemples. 

^ ab . ac^bc izac^ôbc 

= (/^; 77- =C ]/c\ _ 

\/a "^ ' a\/b ^ ' ^cV'Tb 

-y- — V aa — xx ^ 

= 3 ^ ^ 3 c\ — ^=y a — x\ 

^ aabb — bbxx i^a-\-x 

a — X /z— * x 

XXVII. 

Ce qu'on vient de dire sur les équations du 
•econd degré , suffit lorsque ces équations ne 
renferment qu'une inconnue; mais comme on 
rencontre souvent des problêmes dans lesquels 
il est nécessaire d'en employer plusieurs , ilfaut 
voir comment l'on traite ces problêmes , nous 
prendrons dans cette vue l'exemple suivant. 

Problême du rn . • .«. » ' . r \ 

second degré qui •* TOuver trois quantités en progression \\ J 

(i) Trois quantités dont la première est à la secotide , comme 
la seconde à la troisième , telles que 8 , i2, i8, par «xemplei 
sont dites en progression géomëtriquc , ou en proportion con- 
tinue. On ne sauroit entendre la théprie des proportions ^ qu'om 
ne saehe en mém«-tetus celle des progressioos. 



sieurs incoa^i 
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géoméirique y dont la somme soit donnée j demande pin 

sieurs — - 

minsi que la somme de leurs quarres. nues. 

Soient les* trois quantités cherchées .r,jr, 5, 
on aura parla nature des progressions ^:j^=7: 2, 
c*est-à-dîre, yy •riz xz\ de plus, parce que 
leur somme est donnée, en nommant cette 
somme a , on aura x -f-j^-h 2 = ^z ; enfin , en 
nommant la somme de leurs quarrés b b j on 
aura , par la dernière condition du problème , 
xx^j'j''+-zz'=ib b. 

Pour faire usage de ces trois équations , on 
commencera par chasser z au moyen de sa va- 
leur a — X —y tirée de l'équation .x-f^-f-^nrr/ ; 
substituant donc cette valeur de z dans les deux 
^ autres équations , elles se changeront en 

^=^b by et jy* 'yz=.ax--ixx — xj. Pouj|chasser 
ensuite celle qu'on voudra des deux inconnues 
que renferment ces deux équations , on trou- 
vera la valeur que cette inconnue a dans cha- 
cune de ces équations , et on égalera les deux 
valeurs que l'on aura par ce moyen , opérations 
faciles parles principesprécédens.Que assoit cette 
inconnue à chasser, la première équationdonnera 

• - • .T = — ^jr + î^ 

\/ bb a a 
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et pour la seconde 

•' » = — ijr-4-î« 

+ ^^a^ — Laj — Ijj. Il n'y a donc plus 
qu'à égaler ces deux valeurs, ce qui donnera 
Téqualion 

-ijr^\a 



\/ bb aa 

± ^ — ^ |jKjr-4-î^jr 

a 4 

= — Tjr H-î ^ ± ^r^^^"^^^^^T^jr — \jy 

qu'il ne s'agit plus que de résoudre. 

On remarquera premièrement , que les ter- 
mes — \j -h ^a sont communs des deux cà^ 
tés, et que par conséquent l'équation se réduit à 



♦ ^ . , ijrr-*-i^r 



+ \/^bb aa ^^ 

^ ~ 4 ^ 

= ± ^ \ a a — ri ay — \ y y^ Or , en 

quarrant les d'eux membres de cette équation, 

les deux radicaux disparoissent tout de suite , et : 

Téquation devient en réduisant ay = ^ tftf J 

^ ^ _ lf]j 

'^^bb qui donne r = , substituant 

!La 

ensuite cette valeur de y dans l'une des précé« 
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+ y^ ^aa — ^aa-\^]rbb — -^aa-^^bb 

bb-^aa + y \ob baa — 3«4 — 3/^4 
ou 07 = 

et en substituant la valeur de x et celle de y 
dans Z'=.a — x — y^ on aura enfin 

aa^bb Z y \ ob baa — 3 a4 — 3 bi 
. 4^^ 

XXVIII. 

Comme. on est arrivé, dans cette -solution , 
aune valeur extrêmement simple pourjK^ apr^jt 
avoir eu des radicaux assez composés, on doit 
soupçonner qu'on pouvoit y arriver par une 
voie plus courte : en effet , avec un peu de ré- 
flexion , on troiive facilement la méthode sui- 
vante. 

Soient reprises les deux équations x^ — a a: Autre mank^re 

, . de résoudre les 

^^ a a cqu;itk>nspr<îcé'- 

4-jr.T=- ^r2-|-^/et,T2-f-a:r dentés. 

^•^ax =r^^jry j en retranchant ces deux 
équations Tune de l'autre, on a 

b b aa 

= - h ^r> d'où Ton tire 

y=s ^ qm ^ ^tant substitué dans 
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•l'une ou l'autre de ces deux équations^ donne 

a ncô "*— b b X 

x^^ ax 



— a^-^%aabb — h^ b^^a^X^ 



— ai'+'2aabb — bi.^.^ . _ 
= * d ou ion tire la même 

valeur de a: que ci-dessus. 

XXIX. 

Dans ce problème, on a eu des quantités qui 
le sont détruites par une espèce de hazard, ce 
qui a extrêmement simplifié' les calculs ; mais 
comme les équations du second degré, à plu- 
sieurs inconnues , n'offrent pas toujours de pa- 
reilles facilités , il faut savoir ce qu'on doit faire 
dans des cas moins simples. Pour cela soit pris, 
par exemple , les deux équations 

a:^'^ax — 2,xjr =zaa'+'2jrjr* 

XX — SéUX -\~ xj' = 2aa — jyj'* 

Exemple d*é- La première de CCS équations donne 

qiiutlons du se- • 

plus compliqué l'auti-e donne " 

nue le precc- 

* ^" ' x = a — 7jr i '^3 aa — ajr — |,^. Egalante 

ensuite ces deux valeurs, et réduisant, on fj 
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% Si X 

Pour faire ensuite évanouir les radicaux de 
cette équation , je comnience par quarrer les 
deux membres , ce qui me donne f ,y y — 1^^ 

-^laa-^ay'^dyy=^'iaa—ay — \yy . 
qui confiant encore un radical. Afin de le faire 
disparoître, j'écris ainsi cette équation. .... 

.... — -j ad^ I ay — 6yy =: + 3y — 3/z 

en la réduisant et laissant la quantité iadicale 

.%.3y —3a {/^aa — ay -^Zyy 
seule d'un côté de l'équation ; cela fait , je quarré 
les deux membres , et j'ai 
iû4 — \a'^y-{-^aayy — b\ay^ + 36^4 

=. gyy ~ i8 a y + 9^/^ X l^a — ay-^^yy 

ou en réduisant 

9^4+ gay^-^Zoa ayy ^'nja^y ^11 ai ^^X'Ù^Jx 

c'est-là l'équation gui résulte des deux précé- conduisent ce« 

* , " cuuauons* 

dentés , et celle qu'il faudroit résoudre pour 
avoir la solution du problème qui auroit donné 
ces deux équations : on voit par-là qu'il n'en est 
pas des équations du second degré à plu^ieuw 
inconnues, comme de celle^du premier, qui 
Tomel. L 
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ne donnent jamais une équation fînale d'un autre 
degré qu'elles. 

XXX. 

Autre manière On peut, sans avoir la peine de résoudre les 

de traiter le , 

même exemple, équations du second degré , et de chasser ensuite 
leurs radicaux, parvenir également à l'équation 
finale. 

Soient reprises , pour le faire voir, les deux 
équations précédentes , et soit tirée la valeur de 
ccx de chacune d'elles, la première fournira 

la seconde 

œ^ = 2aa — yy^ 2ax — aJJy. 
Egalant ces deux valeurs , on a aari- ayjy-+-aJ?y 
— ax = 2aa — yy — xy-i-^ax, d'où l'on 

tire X = -^-^ — - — , dont la substitution dans 
ôa — 6 y 

Tune ou l'autre des deux équations données, 

dans XX — na x-^ xy= 2 a ^ — • yj- , par 

exemple , donne 9j^4 — 6 a ajy^ a^ ■ 

3 « — 'èj 



•étant réduite , produit la même équation 
.çy4-|-9£zy3— ^3o aay y -^2"^ a^y.'=, 11 a^' 
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XXXI. 

PoUf habituer les Commençans a, se servir dé 
cette méthode qui est d^un grand usage *danâ 
Panalysç , nous allons ï^appliquer aux deux équa- 
tions 

œ^ -^axjr^ bùè ■=:^cy^'^ dj-^e 

qui contiennent chacune la plus grande compli- 
cation que puissent avoir les équations du se-» 
cond degré à deux inconnues. 

Tirant une valeur de- x^ de chacune de ces 
équations et les égalant , on aura 

^d — /Xjkh-^ — h 

laquelle , en faisant pour abréger les calculs 
a — f'=^l ib '— g ^=z: m \ c *^ h ::;s=i n \ d -^ i 

se change en Ixy^ mx "i^it jiy^-^p y -+- y> 

d'oa ie tire x = -^^ — ^— ^. Or, substi- 

ly *^ fft 

toant celle-ci dans Pune ou dans Pautre des deux 

équations données, dans la première ^ par exem- 

„ 1 ^ b : . 

, ., .ny^-^pY-^Q ay+bxny^'^py'\'q 

pie, l'ai ' • ^ -+- -1 ; — •; — -^ =* 

1 — ; lY'+'m 

ss= c j^a H- dj -+- c 

L a 
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Si on fait alors les opérations indiquées , que 
Pon réduise et que Ton ordonne , il vient enfin 

^4h ; — C C^ y3 

bmn^qal'+'pbl-^pam-^p^-^'^nq—m^c—^mld-el^ 

blq + am{i-\~bmp^2p q — m^d — %mel 

aln-^nn — l^c 

m^e — q^ — bmq , : . .. 

= — ; ' ; — - , équation du quatrième 

aln-\-n^—l^c . ^ 

degré qui résulte des deux équations du second 

degré les plus générales. 

^ X X X I I. 

Si on aypit des équations telles que xxj 

+'axj:=zabbetxxj'jy'^ccj'co^=:u^yCÇ!% 

équations ne seroient pas comptées parmi celles 

du second degré, parce que le prodait inconnu de 

y ëtant à un x^ par J^ renfermant trois facteurs est du troi- 

qul*^ etx se^uiel sième degré, et que celui de x^ parj^^ qui en cou- 

ment au second r î , • 1 * 1 r 1 y 

decré,ontraite- tient quatre, est du quatrième; mais la méthode 
d^îLf ëq^adons! précédente serviroitavec la même facilité à chas- 
ser les X de ces deux équations. Pour le faire voir, 
supposons que a représente toutes les quantités 
composées dj^ et de connues, à quelque degré 
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qu'elles montent, qui peuvent multiplîef^r^ dans 
l'une des équations données; jS toutes celles qui 
multiplient œ dans la même équation ; y les 
quantités entièrement connues qui sont del'autre 
côté de la même équation, c'est-à-dire que cette 
première équation 3era « ^r^ 4- jS a? = >'. Que la 
seconde soit de même cT oj^-i- f o; = 4>. 

y — " i^ ^ 
On tirera de la première a:^ = : , 

♦ 

et de la seconde x^ = lesquelles étant 

égalées donnent yJ^ — fij^x^^^ct — tetx d'oii 

1» 4>flfc — T'cT . , , . 

1 on tire œ = , qui , étant substi- 

tué dans réquation a x^ -+- j8 a? = > , donne 

7 X « * — ^J" dans laquelle mettant pour a , ^ , 
>', cT, f , <}> leurs valeurs composées de j^, et de 
connues. Ton aura l'équation cherchée. 

X X X I I I. 



l'il fau 



Si les Xy ainsi que les jy, montoient chacuns j^^J f^ifê^po„ 
à des degrés plus hauts que le second , on pour- ;Yjifo[jjefî^j 
roit encore , dans ce cas , employer la méthode J^Jj^j^jj^'^ît^^ 
précédente : supposons , par exemple , qu'on ait 
les deux équations 

4ix^ ^li x^'^yx=iJ',etiX^^<px^'hXX^=zn 

L3 
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dans lesquelles « , jS, T', «T, « , 4> , ;t > »^ représentent 
toutes sortes de quantités composées d'jy et de 
connues , on commencera par prendre x^ dans 
chacune de ces équations, et on égalera ses 
deux valeurs , ce qui donnera 

cT — jS x^ — yx » — ^,t2— ,;^.t? 
• ■ — — f 

€t f 

OU «Te — îfix^ — ytX:=znet — (p et X^'—X^^ f 



OU<t^—à^X X^z=zy t— x^X'^ + *f^ — *^« 

dans laquelle :r n'est qu'au second degré. Mul* 
tipliant ensuite cette équation par ^x , ainsi 
que l'équation *^3H-i3a?^H->a: = <r par 

<j> « — «jS, j'ai les deux équations <p^^ — ««jô 

Xx^ = yi^ — X^^ Xx^'-hntA — J'saXx 



et <|) «2 — fltfjg X ^^3 ^ jg ^ « — ^2 ç X ^^ 



^y^€t — y9^X^^=^^y^<^^ — «jS desquelles je 
chasse x^ comme des deux premières équations, 



ce qui donnera <* Xy ^ — X «+iSX4> * — ^^ X^* 



dans laquelle x ne monte non plus qu'au seconid 
degré. Voilà donc le problême réduit présente- 
ment au cas qu'on a résolu dans l'article précé- 
d<»nt , c'est*à-dire , à celui où l'on a deux équa- 
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tions dfois lesquelles l'inconnue x ne monte 
qu'au second degré. Il est inutile d'en achever 
ici le calcul , puisqu'il n'auroit de difficulté que 
celle de la longueur. 

XXXIV. 

Si l'inconnue, qu'on veut, chasser des deux p« «croit la 

^ ^ mcmecn05e,six 

équations proposées , s'y trouvoît élevée à un de- montoit à des 

r 1 T , . ►. . 1 . degrds plus éle- 

gre plus haut que le troisième, on voit bien que vé». 

par une opération semblable à la précédente, on 

les changeroit d^abord en deux autres équations 

d'un degré moindre, et que J)af ce moyen on 

parviendroit toujours à chasser entièrement 

l'inconnue. 

XXXV. 

Si au lieu de deux inconnues on en avoit trois piuf dei^ux^hîî 
élevées chacune à un degré quelconque, il ^st.^^^^^^^^^^^.®'*, 
clair qqe pourvu qu'on eût trois équations , on M^ème à réqua-. 
parviendroit parla même méthode, à une équa- 
tion finale, qui ne contiendront que celle que 
l'on voudroit de ces trois inconnues; car, ou- 
bliant d'abord une de ces trois inconnues , deux 
des trois équations suffirbient pour arriver à une 
seule, qui ne renfermeroit que l'inconnue ou- 
bliée , et que celle que l'on voudroit des deux 
autres inconnues. Faisant ensuite la même opé- 
ration avec l'une des deux équations employées 

L4 



i69 Él^meks d'Alg£bre. 

dans la première opération et la troisième équa- 
tion , on parvièndroit à ufte autre équation , en- ^ 
tre les deux mêmes inconnues, c'est-à-dire, quc^ 
le problêVne seroit réduit à celui où Ton a deux 
équations à deux inconnues, d'où Ton parvièn- 
droit enfin à une seule inconnue renfermée dans 
une équation. 

Si on avoit quatre équations et quatre incon- 
nues, on.réduiroit de même la question à trois 
équations et trois inconnues , puis à deux équa- 
tions et deux incpnnues, puis enfin à une seule 
équation et à uoe inconnue ; il en seroit de 
même pour un plus grand nombre d'équations 
et d'inconnues. 
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% 
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TROISIEME PARTIE. 

Oii Von donne quelques principes généraus^ 
pour les équations de tout les degiés j 
ai^ec la méthode de tirer de ces équations 
celles du premier et du second degrés 
qu^ elles peuvent renfermer. 



lies équations plus élevées que le second de- 
gré ont présenté de grandes difficultés , lorsqu'on 
a entrepris de les résoudre dans tous les cas , il 
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a été du moins assez facile de faire sur ces équâ* 
tions des réflexions générales qui pouvoient en 
faire connoître la nature , et servir à les ré* 
soudre dans beaucoup de cas particuliers. 

Ayant vu , par exemple , que les équations du 
premier degré n'avoient qu'une racine, que 
celles du second en avoient deux , on a été porté 
à croire que celles du troisième en avoient trois, 
et ainsi de suite , et pour s'assurer de cette 
vérité , ou plutôt pour comprendre comment 
une équation pou voit avoir autant de racines 
qu'elle a de degrés , on a cherché l'inverse du 
problême qu'on s'étoit proposé d'abord , c'est- 
à-dire , qu'au lieu die chercher les racines d'une 
équation, on a cherché qu'elle seroit l'équa- 
tion qui auroit pour ses racines des quantités 
données , problême infiniment plus facile que 
le premier. ^ 



I. 



Manière de for- Qu'on demande , par exemple , quelle est Té- 

lion pur it"^''"" quation dans laquelle x pourra avoir également 

racmes. ^^ ^^ P^"*" valeur ou 2 , ou 3 , ou 5 ; on n'a qu'à fo^' 

mer ces trois équations simples , 

œ — ii = o, X — 3 = 0, a? — 5=0; multi-, 

pliant ensuite les deux premières l'une par l'au* 
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tre , et leur * produit par la troisième,, on a 
x^ — 10 07^ -h 3 l'a? — 3o= o , dans laquelle 
on peut supposer également a? = 2 , ou = 3 , 
ou = 5. On voit aisément que chacune de ces 
valeurs étant substituée à la place de x dans 
l'équation x^ — 10 .2?^ -h 3i a; — 3o = o , doit 
la résoudre , ou , ce qui revient au même , en 
doit faire évanouir tous les termes; car cette 
équation pouvant s'écrire ainsi 

<v — s, X a: — 3 X X — 5 = 0, chacune de ses 
parties étant égalée à zéro, doit, à cause qu'elle 
multiplie toutes les autres , les faire évanouir 
en même-tems : or , la supposition de o: = 2 , 
ou = 3, ou = 5 rend toujours zéro Tune des 
trois parties x — 2,/r — 3,a? — S. 



IL 



Par cette méthode on voit comment une Une équation 

a autant de ra- 

-équation peut avoir autant de racines que de «^n^s que de de- 
degrés. Pour traiter la question plus en géné- 
tial, soient a, 6 y c , d ^ e, les racines d'une 
Léquation , et partant x — a:=zo j x — i6=o , 
|a» — c = o,.a? — d = y X — e =0 , leséquor 
lotions simples qui composent Péquation dont les 
^«racines sont ces quantités. En multipliant toutes 
r ces équations les unes par les autres, on aura 
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«5 — ax^^abx^ — abcx^-^abcdx — ahcde^=^o 



^b 


^-ac 


—abd 


-^âbce 


— c 


-i-ad 


—fibe 


•^abde 


— // 


-4-«e 


— acd 


-^acde 


— e 


-^-be 


— ace 


-^bcdc 




^bd 


— ade 






•4-^e 


— bcd 





^cd — bce 
-+-0 6 — bde 
•4-//e — cde 
" pour l'équation dans laquelle x peut avoir k la 
fois les valeurs données a^ bj c\ d ^ e. 

ni. 

Propriété des _, . . , . ^ " . 

ér]uati<ms de II est aisé de tirer de cette équation , ces re- 

tous les degrés, r f 1 î 'r* • 1 1 

marques générales sur les équations de tous les' 
degrés. 

1^. Que le premier terme n'est autre chos^. 
que l'inconnue élevée à la puissance exprimée 
par le nombre des racines , sans coefficient. 

Que le second terme contient l'inconnue éle^ 
vée à une puissance de moins avec un coeffi- 
cient égal à la somme des racines. 

Que dans le troisième , l'inconnue se trouve 
élevée i deux puissances de moins , et a pour 
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coefficient la somme de tous les pi-oduits deux 
kdeux qu'on peut faire de toutes les racines. 

Que dans le'quatrième , on aura de même l'in- 
connue élevée à trois puissances de moins avec 
un coefficient qui exprime la somme des pro- 
duits de toutes Içs racines prises trois à trpis. 

Ilensera ainsi des autres termes jusqu'au der- 
nier, qui n'aura aucune puissance de x , mais 
qui sera le produit de toutes les racines les unes 
parles autres. Ces remarques ont servi de base 
en beaucoup de rencontres , soit pour trouver 
les racines des équations proposées, soit du 
moins pour cônnoître plusieurs de leiurs pr6- 
priétés. i 

■ IV. 

On a tiré, par exemple, de ces remarques Dansui**5qua. 

^ , , . c o o tion San» second 

quune équation, comme ^^ — 6 x^ -^ 4a?^termc,ia9ommo 
•7 .t? — 3 = 0, manquant de second terme ^ tivesesngîu^à 
it ^voir nécessairement des racines positives tIvc», *^* ^ ^' 
er des négatives ; déplus, que la somme des* 
mes doit être égale à la somme des autres ; car 
Ins cette condition elles ne se seroient pas dé- 
Iniites pour faire évanouir le second terme. Ain^, 
bns une équation jdu troisième degré , où le se- 
bond terme manquera, il y aura toujours ou 
lîne racine négative égale aux deux positives , 
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ou une racine positive égale aux deux néga^ 

tives. 

V. 

Une équation «On a tiré eiîcore des mêmes remarquef 

qui n'a point de , ^ , , . , j j • 

terme connu, a quc lortqu unc équation naura pas de dernier 

au moins une ra- m /• i - »-i ' • 

cineëgaleàzéro. ternie, il faudra qu-il y ait au moins une racine 
égale à zéro; ce qu'on au roi t pu reconnoître 
aussi , en faisant attention qu'une équation telle 
que ,x^ -h àx^ ■+- 3 a? = o qui manque de terme 
connu peut toujours se diviser par a? = o. . 

VI. 

c ■ 

qu*iifautobser* Lorsqu^ott voudra retrouver dans une équa- 
Jquadrïîî>rr propriétés qu'on vient d'énoncer, on 

pHëVr^écé-'^^ faudra que tous les termes de 

dentés. Cette équatîon soient du même côté, qu'ils soient 

ordonnés par rapport à l'inconnue , et que cette' 
inconnue n'ait d'autre coefficient que l'unité au 
premier terme. De plus, que si quelqu'une des 
'■ puissances de x manque dans l'équation, il fau- 
dra toujours prendre pour quantième des autres 
termes ceux qu'ils auroient , si ces puissances ne 
ttianquoient pas ; par exemple ; dans l'équation 
a?^ --^ 3 .^3 ^^ 4 X — 5 =o , le terme 3 x^ n'est 
que le troisième , parce que le second manque ; 
et le terme 4^ est le cinquième , parce que le 
quatrième manque. Si on vouloit donc appliquer 
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les remarques précédentes à une telle équation, 
on diroit que la somme de ses cinq racines est 
nulle , c*est-à-dire , qu'elle a nécessairement des 
racines négatives et des racines positive , et que 
la somme des premières est égale à la somme 
des autres. On diroit encore que la somme des 
produits de toutes les racines, deqx à deux est 
ég^le à — 3 ; que la somme de tous lés produits 
trois à trois est o , que la somme de tous lés pro-. 
duits quatre à quatre est -4- 4 , qu'enfin lé pro- 
duit de toutes les racines pst — 5. 

VII. 

De la propriété qu'a Iç dernier ternie d'une Méthode ï>our 

9 • J5A. ri ' 1 •! 'j '* ^ 1 avoir les racines 

«^(uatipn d être égal au produit de toutes les commensumbies 

Cînes, on peyt tirer une méthode d'avoir ^^^ ^v^^^^o^^ 
tes les racines qui sont commensur^bles dans 
une équation: car elles doivent toiite.§.s,e^trou- 
irer en tentant la division de l'équation par a? 
I^us ou moins chacun des diviseurs du dernier 
^ii}e. / 

^ Par exemple , qu'on ^ût l'équation oî^-— 5 a:^ 
• 7 a? — 3 = 0. les diviseurs du terme — 3 • 
1 pouvant être que — ^.i , — 3, -4-1, +-3; je 
lie la division par x — i^cc — 3,, a?-4-i, 
r+-3 ; elle réussit par a? — i et par .t — 3 , et 
ftYois que Téqu^tion proposée auroit pu s'écrire 
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ainsi ^— I X '^-^ l'X '^ — 3 = , ce qui 
m'appprend qu'elle a trois' racines, dont Tune 
est -+- 3 , et les autres , toutes deux égales , sont 
chacune ^+- i. 

Lorsqu'une équation ne pourra se diviser par 
aucune équation si mple, composée de :r -h ou — 
quelqu'un des diviseurs du dernier terme , on 
sera sûf que cette équation n'aura aucune racine 

commensurable. 

.... ... ^ 

v'ni. 

Il se présente contre cette méthode de trou- 
ver les racines commensurables , une difficulté > 
qui ', au premier coup-d'œil , paroît assez consi- 
dérable ;, c'est que si' quelque racine de cette 
éqûatiçii étôit Une fraction , on ne Saurait pat 
comment la trouver parmi les diviseurs du der-î^ 
nier ternie: parce qu'en admettant dei diyiseun| 
fractionnaires dans un nombre , on en peut trou- ■ 
Dansuneéqra vcr à l'infini. Mais il est aisé de répondre à Cette - 
lercoëffid^^^^^^^ en faisant remarquer que toiîîflff 

JWonnurir'coëfficieris d'Une équation étant des nombres "' 
îracTion^^'^^ ""^"enticrs, il est împossibîèque l'inconnue aîtpour 
valeur une fraction. Je crois que ceux qui pos-r 
sèdent un peu l'arithmétique des fractions, re- 
connoîtront sans secours la vérité de cette pro» 
position ; mais pour leur faciliter les moyens de 

s'en 
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»*en assurer, prenons pour exemple une équation 
comme â?^-+*/2;r2 4-^ ;r-hc=i=io , dans la- 
quelle a ^ b yC ^ sont supposés des nombres en* 
tiers. Il est évident que, a? étant une fraction , 
cc^ ^x^j en seront aussi , et que jamais la frac- 
- tîon qui exprime .r^ ne pourra se réduire à une 
qui ait le même dénominateur que x^ ou son 
multiple ax^. k plus forte raison, la même 
fraction ne pourra paô non plus se réduire au 
même dénominateurquea:, ou son multiple i6,r» 
Donc x'^ -^ax^ ^bxii^ pourra jamais faire 
une fraction plus simple que x"^ qui est irréduc- 
tible. Donc^ ne peut jamais être une fraction 
dans de telles équations. 

I • Lorsqu*on aura une équation dont les coeffi- 
K' tiens seront des fractions, on ne pourra pas,' 
f en la laissant avec ses fractions, trouver par la 
méthode précédente les racines commensurables 
^^u*elle pourroît avoir ; maison pourra toujours , 
ipar une transformation assez sîmjjle , changer 
île problême en un autre, où Téquation à ré- 
idre n'aura plus de fractions, sans donner d^ 
ëflfîcient au premier terme. 

Soît , par exemple , Téquation. 

Tomtl. M 
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• ^ Transforma- 
tion par laquelle ^ ^^ ^ ^^ ^ C 

on fait évanouir ^ "T" ' j ^ ^ H "7" ^ •4" * ^ ^^ ^ 

les fractions ^ " •/ 

d'une équation • , r • 1% 1 

quckonïjue. ^ OH voit qu une équation d un degré plus élevé 
n'auroit pas plus de diffici|lté ) enr faisant l'in- 
connue X égale à une- autre inconnue j^ divisée 
par quelque nombre indéterminé m , je change 
réquation»en une nouvelle 



j^3 o,y^ c y € 

■■ ■ — ■ 1 1 — — — — . ■ ■ I ■ - 1 1 ■ ■■ ■ I 
rri^ bm^ dm f 



= 0, 



_ a m cm^ e m^ 

clans laquelle je vois que si m est divisible à la 

^ . , , ■ am cm^ em} 

fois par h , par //et parjT ; -y- , et — ^ 

seront des nombres entiers. Or, le problême est 
réduit par-là à quelque chose de bien aisé ; car 
on est au moins sûr de réussir en prenant pour/» 
le produit des nombres by d^f^ et si ces nombres 
ne sont pas premiers (i) entre eux , on trouvera 
aisément un nombre plus petit que leur produit 
qui sera divisible par tous les trois. 



(i) On appelle en arithmétique nombres premiers ccox qù 
n*ont point de diviseurs y tels que 5 , 11 ^ 5i , etc. et onditqvtj 
deux nombres sont premiers entre eux y lorsqu'ils n'ont 
commun diviseur, tels sont 91 et 16, 18 et Sa. . 



/ 



Trois; Partie. . 179 

X. . . 

\ L^équatîon étant changée en une autre , sans Par cette trans- 
fraction , o^herchera les racines comniensu- tho^ep^dUden- 
rablesde cette dernière par la méthode précé- Ç^jP^^H;^^^^ 
dente ; et si elle n^en a pas , on sera sûr que la ^^onnmres. 
première n'en avoit pas non plus , puisque x , 
supposé commensurable , ne pourra jamais don- 
ner une quantité incommensurable , en le divi-x 
sant par le nombre! m , qui est cpmmensurable 
aussi. % 

XI. - 

La méthode précédente a cet inconvénient 
considérable , que lorsquii arrive que le der- de la méthode 

, 1 T • 111 précédeute. 

mer terme a beaucoup de diviseurs , les calculs 

qu'il faut faire pour tenter toutes les divisions 

^ que cette méthode prescrit sont si longs , qu^on 

Tabandonneroit malgré l'avantage infini de s'é- 

^' tendre généralement aux équations de tous les 

degrés, dont une ou plusieurs racines sont 

' commensurables. C'est ce qui a engagé les plus 

habiles Analystes à perfectionner cette méthode, 

en trouvant des moyens plus faciles que la 

• division pour reconnoître les diviseurs qui ne 

doivent pas réussir. Voici comment on s'y est ^ 

pris. 

Ma 
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Réflexions qui Qj^ ^ d'abord remarqué que si on faîsoit dans 
'actionner cette la ^aci ne 0;+*^ d^une équation quelconque » ou, 
ce q^Ji revient au même , dans le cnvîseur x-ha 
d'une quantité quelconque, a? égal à un nom- 
bre donné , le nombre dans lequel se changeoit 
alors la racine devoit être un diviseur de la 
quantité proposée, dans laquelle on auroit fait 
ap égal* au même nombre : c'est-à-dire, par 
exemple, que si on aJâ quanti té x^ — 2 x-^ii 
dont on sait que a?— 3 est un diviseur , il arri- 
vera qu'en faisant a? = 5 le nombre 94 que de- 
vient x^ — 2x — 21 par cette supposition , est 
nécessairement divisible par le nombre â que 
devient a: — 3 par la même supposition. 

En partant dc-là on a supposé dans la quan- 
tité dont on cherchoit un diviseur, x succes- 
sivement égal à plusieurs nombres , tels , par 
exemple , que -t- 1 , o , — i ; suppositions qui 
dévoient être faites les premières , parce qu'elles 
donnent les substitutions les plus faciles. Ensuite 
on a cherché tous les diviseurs des nombres dans 
lesquels la quantité proposée se change par ces 
substitutions, et (;n a fait ces remarques qui se 
présentoîent|îaturellement après la première. 

lo. Que parmi tous les diviseurs du 'nombre 
venu par la supposition de â?=:-+* i dans la' 



i 
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fjtiantîté , on devoit trouver le nombre i -+-</ , 
puisque ,2? -4- /ï étoit le diviseur cherché. 

55°. Que parmi tous les diviseurs venus par la 
supposition de or = G, qui ne sont autre chose 
que les diviseurs du dernier terme de la quan- 
tité proposée , devoit être le nombres. 

3^. Que parmi tous les diviseurs du nombre 
venu par la supposition de x=z — i^ devoit _ 
être le nombre — 1-4-/2. 

X I I I. 

Or , comme les nombres i -f- «, « ^ — i ■+« dJ^èntTl 
sont nécessairement tels q**cl^pi*emiersurpasse^^''J^^^J 
le second d'une unité , et que le second surpasse 'aJ>i«s. 
le troisième d'une unité aussi; il étoit aisé de 
tirer de là ce principe , que de tous les divi- 
seurs du nombre venu par la .supposition de 
a: = , aucun ne pouvoit être le nombre de- 
mandé a f s'il ne se trouvoit en même-tems. 
surpassé de l'unité par quelqu'un des diviseurs, 
du nombre venu par la supposition de .t = i » 
et s'il ne surpassoit en même-tems d'une unité 
quelqu'un des diviseurs du nombre qu'a donné 
la supposition de a:=— i. On voit b^en qu'un 
tel principe doit faire éviter beaucoup de divi- 
sions inutiles dans la recherche des racines corn- 
mensurables. 

M3 
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Si on trouve plusieurs nombres, parmi lés 
diviseurs du nombre venu parla supposi4:ion de 
;r= G , qui aient les conditions qu'on^vient de 
remarquer , on fera ensuite a:=a , et on verra 
si parmi les diviseurs des nombres qui viennent 
alors , on trouve des nombres qui surpassent 
d'une unité ceux qu'a donnés la supposition de 
a? = I , et ainsi de suite. 

Au reste , on voit bien que l'examen qu'on 
fait de tous ces diviseurs doit être double , c'est- 
à-dire , que chacun d'eux doit être pris aussi 
bien en — qu'en -(-. 

XIV. 

Pour éclaircir cette méthode et pour en fa- 
ciliter l'usage , nous allons en donner quelques 
exemples en faisant voir l'ordre qu'il faut garder 
dans le calcul pour ne s'y point tromper, et 
pour abréger , autant qu'il est possible, la peine 
du calculateur. 
Application de V g^jt l'équation x^ — 2CC^ — i3.T -+- 6=0, 

Ja meihode pré- ' * ' 

cédente .^ uu dont il s'âgit de trouver les racines commensu- 

txemple. *-* 

rables , ou , ce qui revient au même , soit la 
quantité x^ — sx^ — i3.th-6, dont on de- 
mande let diviseurs du premier degré. 

Je commence par écrire ( voyez la table ci- 
jointe , case i ) l'une sous l'autre les supposi- 
tions 1,0, — I que je veux faire pour x \ 'fé- 
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crts ensaîte à côté de chacun de ces nombres les 
nombres — &, -f- 6 , -h i6 , ou simplement 8 ^ 
6, i6/( à cause que les signes sont indilFérens 
pour les diviseurs ) dans lesquels se change suc- 
cessivement la quantité x^-^ a,a:^ — i3 ic-f- 6 
par ces suppositions ,. et je les sépare des pre- 
miers nombres par une barre verticale. J'écris 
dans une troisième colonne les nombres i , 2 ^ 
4 , 8 ; I ^ 2 , 3, 6 ; 1,2,4,8,16 ,.qui sont les 
diviseurs des nombres précédens ; lesqu^tre pre* 
miers à côté de 8 dont ils sont les diviseurs , lesu 
quatre seconds à côté de 6 , et les cinq derniers 
à côté de 16. 

Cela posé ,.pour trouver parmi les diviseurs 
1 , 2 , 3; 6 du nombre 6. venu par la supposi- 
tion de.T = o, celui qu'il faut ajouter ou re* 
trancher à a? pour avoir le diviseur cherché, oa 
plutôt pour exclure de tous ces diviseurs ceux 
qui n'ont pas les conditions requises,, je com- 
mence par remarquer quel qui est le premier 
de ces c^^viseurs , ne sauroit être admis V soît 
qu'on le prenne en -f-, soit qu'on le prenne 
en — ; car si on le prend en-+-, c'est-à-dire, si 
on regarder? -H I comme le diviseur cherché ^ 
2 seroit ce que'dèviendroit ce diviseur par la 
supposition de a? == -h i , et o,. ce qu'il devi^n- 
droit par la supposition de ,^ = — i , et par 

conséquent il faudroit trouver Si la fois 2 dana^ 

M4 



t84 Élémens d'Algèbre. 

les nombres de ïa première bande , et a dans 
ceux de la troisième : or, la seconde de ces con- 
ditions n*est pas remplie. Quant, à ce que — i 
ne convient pas non plus , c'est-à-dire, que .t — i 
n'est pas le diviseur cherché ^ cela se tire de que 
ce diviseur devenant o par la supposition de 
rrj^s-f-ijet — 2 parla supposition de J? 7= — i, 
ÎK faudrait par conséquent trouver o dans les 
nombres de la première bande ^ et le nombre 
2. dans ceux de la troisième. Or ,. il n'y a que la 
seconde de ces deux conditions qui ait Ueu. Je 
vois ensuite que le diviseur 2. est aussi dans le 
cas d*être rejette , parce que si on le prend en 
•4- , c'est-a-dir^si on regarde or-t-a comme le 
diviseur cherché , on auvoit H^ 3 par la suppo- 
sition de a? :^ I , et -4- I par la supposition de 
a? r^-^ I , ce qui demanderoit qu^on trouvât les 
nombres 3 dans la première bande , et i dans la 
troisième: or , la première de ces deux condi-» 
lions ne se trouve pas remplie. Et si l'on prenoit 
S en — } c*est^à-dire , qu'on voulut que a: — % 
fût le diviseur, on auroit alors --^ i et --^ 3 pour 
les, suppositions^ de a: ;:=-^ i et de a? == — i , 
ce qui demanderoit de trouvera la fois i dans 
la première bande et 3 dans la troisième „ con- 
ditions dont il ^'y a que la première qui ait 
lieu. 

Ayant exctu i et a , je prends le diviseur 3 » 
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et je vois qu'en le prenant en -4- , c'est-à-dire , 
en regardant .2? -4- 3 comme le diviseur cherché, 
il faudra trouver -4-4 par la supposition de 
^ =-l- 1 , et -+-2 par la supposition de ir=—- 1 . 
Or, je trouve effectivement 4 dans la première 
bande , et 2 dans la troisième. Donc -h 3 a les 
condition^ requises , je l'écris alors à la seconde 
bande , c'est-àédire , vis-a-vis le nombre dont 
il est diviseur, et j'écris en même-tems les 
nombres -+- 4 et H- 2 dans les bandes supérieure 
et inférieure ; non que ces nombres soient à 
joindre à œ pour servir de diviseurs à la quan- 
tité proposée ; maïs parce que n'ayant pas en- 
core achevé l'examen des diviseurs , il se pour- 
roit trouver encore d'autres nombres que-f-3 
qui auroiént les conditions requises ; et qu'il 
faudroit alors Jfaire de nouvelles suppositions 
pour reconnoître entre ces nombres ceux qu'il 
faudroit encore exclui*e. J'examine maintenant 
si 3 pris en — ne pourroit pas réussir aussi bien 
qu'en -4- , c'est-à-dire y si x — 3 ne pourroit 
pas avoir les mêmes conditions pour être di- 
viseur delà proposée ; il faudroit pour cela trou- 
ver — a et — 4 par les suppositions de .x = •+• i 
et a? 5= — 1 : et c'est ce qui arrive en effet î 
donc jusqu'à présent x — 3 a aussi bien lescon- 
ditionsnécess,aires pour être diviseur que or-t-Sj 
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j'écris par conséquent dans une cinquième co- 
lonne verticale — a , — 3 , — 4. 

Je passe enfin à l'examen de 6 , et je vois que 
si je le prends en -4- , il faudroit trouver -H 7 et 
-f- 5 dans les bandes supérieure et inférieure » 
ce qui n'arrive pas, et si je le prends en — , 
je devrois avoir — 5 et — 7 dans les mêmes 
bandes , ce qui ne se trouve pas non plus. Je con- 
clus donc qu'il n'y a que x — 3 et a? +- 3 qui 
puissent être des diviseurs commensurables et \ 
du premier degr^ de la proposi^e. 

Pour savoir si l'on est autant fondé à tenter 
Ta division par x — 3 , que par a? -H 3 ; je re^ 
marque que si on faisoit une quatrième bande 
en supposant 3? = — s , on devrait trouver — 5 
pour le quatrième terme de la colonne — 2^ 
— 3,-4; et 4-^ I pour le quatrième terme de 
la colonne 4- 4 , 4-^3 , -H ii ; car il est clair que 
le diviseur a: — 3 deviendroit — 5 par la sup- 
position de x=: — 2 , et que le diviseur a? +?j 
deviendroit -H i par la même supposition. Ma» 
en faisant 0?= — 2 dans la proposée a?^ — ^g^ 
T— i3a?+. 6, elle devient 16 qui n'est pas di-r 
visible par 5 , et qui l'est par i. Donc a? —3 
ne sauroit être un diviseur de cette quantité $ 
donc s'il y en a un , il ne peut être que a^+S, 
ou, ce qui revient au même, si a?3 — aa?^— .i3j^« 
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'-H 6 a une racine commensurable , elle ne peut 
être que — 3. Pour savoir si elle Pa efFective- 
ment , je divise a?^ — a a?^ — iSx-Jh 6 par 
^ +• 3 , ce qui réussit , et donne pour quotient 
exact a7;r — 5 ;f -|- 2. 

XV. 

Pour que Tuniformité servît à la clarté dkns 

cet exemple ,j 'ai examiné parmi les diviseurs 

1 , 2 9 3, 6 du nombre 6 venu par la supposition 

de a?=o, le nombre i comme les autres ; mais 

on peut toujours se dispenser de faire aucun 

1 examen pour ce nombre , parce que s'il avoit 

5, à réussir , soit en -h , soit en — - , on l'auroî t ap^ 

r pris déjà en substituant 4- 1 et — i à la place 

L de a? dans l'équation donnée. 

Dans des nombres aussi simples que 8, 6 , 
16 , il éioit aisé de n'oublier aucun de 
leurs diviseurs , parce que ces nombres en ont 
peu. Mais lorsque l'on a des nombre? qui ont 
beaucoup de diviseurs , il faut les chercher avec 
un certain ordre pour le$ avoir tous. Un seul 
exemple suffira pour faire voir comment cette 
opération doit se faire. 

XVI. 

Soit proposé de cherchjer tous les diviseui*SvoirtoisTes dli 
^u nombre 120. Je commence par tracer une nôwlÉre.^ "^"^ 
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barre verticale ( voyez la case 2 , table sui- 
vante ) à gauche de ce nombre , puis je mets 
h, gauche de cette barre à la hauteur de lao, 
Tunité comme étant son premier diviseur. J'es- 
saie ensuite de diviser t20 par :2 ; comme la di- 
vision réussit , j'écris a , et je le mets à gauche 
de la barre k la même hauteur de 60 quotient 
de la division que je mets à la droite de la même 
barre. 

J'essaie encore la division par % , qui réussit , 
et donne 3o pour quotient , je mets alors le 
nouveau diviseur 2 sous le premier, et 3o sous 
60. Je multiplie en même-temsle nouveau di^ 
viseur a par celui d'en haut 2, et je mets le 
produit 4 à gauche du second 2 , comme étant 
un nouveau diviseur du nombre proposé 120. 
La raison de cette multiplication est que si 120 
est divisible par 2 , et sa moitié par s , il doit 
l'être nécessairement par 4. 

Comme 3o peut se diviser par 2, j'écris encore 
2 à gauche de la barre et à la quatrième ligne, 
et le quotient i5 à droite sur la même ligne. Je 
multiplie en même-tems le nouveau diviseur i 
par 4, ce qui me donne 8 pour un nouveau 
diviseur du nombre proposé. Je ne multiplie 
pas ce nouveau 2 par les premiers, parce qu'i' 
en viendroit 4 qui est déjà écrit. 

i5 ne pouvant se diviser par 2 , j'essaie de 
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le diviser par 3 , ce qui me réussit et me donne 
S pour quotient que j'écris à droite dans la 
cinquième ligne aussi bien qqe le diviseur 3 
que j'écris à gauche ; je multiplie ensuite 3 
par 2 j| par 4 et par 8 que je trouve dans les 
bandes supérieures , et j'écris à gauche du 3 les 
produits ^9 12 f 24, qui sont, comme il est 
évident , de nouveaux diviseurs du nombre 
proposé. 

5 n^ayaxit plus d'autre diviseur que lui-même ; 
je Pécris à gauche de la barre dans la sixième 
ligne , et je mets en mème-tems le produit de 
ce nombre par tous les diviseurs précédensa, 
dj/^f 6 ,99-12, , 24, et j'ai 10, i5,2o, So, 
40 , 60 , 120 , que j'écris dans la même ligne 
à gauche de 5. 

Cela fait , tous les nombres qui sont à gauche 
de la barre, à compter depuis i jusqu'à 120 
sont les diviseurs de 120. lien seroit ainsi des 
autres nombres dont on chercheroit tous les di- 
viseurs. 

XVII. 

Soit proposé présentement de chercher les ra- , -^^tre exe». 

* * » ^ pie de la me(ho« 

Unes commensurablés de l'équation x^ — 12 x^ de de trouver les» 

'. ^ ^ * racines com- 

+. 5 J?3 — . 6 1 J:^ -H 22» .T — 1 20 = O. mensurahles. 

Ayant écrit dans une première colonne ver- 
ticale I « o , — I ( table suivante , case 3 ) pour 
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les valeurs à donner successivement à a:; et 
dans une autre colonne verticale les nombres 
i65 , ï20y 2.21 qu'on trouve par là substitution 
de ces valeurs dans la quantité x^ — 1 2 .T4-f-53?^ 
-^^ôi x^^22x — IJ20, je place dans une troi- 
sième colonne les diviseurs de ces troîs nom- 
bres ^ ce qui me donne les trois bandes 
1,3,5, II , i5 , 33, 55, i65 , 
1,^,3,4, 5,6,8, 10, 1:2, 15,20,24, 3o, 40, 60, 
120;.... I , i3, 17, 221 

que je place chacune vis-à-vis du riombre qui Pa 
produite. Cela fait, parmi les diviseurs de 120, 
l'examine en premier lieu si le nombre 2 aies 
conditions requises , et je vois qu'en le prenant 
en -H, il s'accorde avec les nombres 3 et i pris 
en haut et en bas. J'écris donc dans la quatrième 
colonne Verticale -1-3, -h 2 , -h i. 

Je Vois ensuite que le même nombre pris en 
<— * né réussit pas,_parçe qu'il faudroit alors — 3 
en bas , ce qui ne se trouve pas. 

Parcourant ensuite de la même manière tout 
les autres diviseurs de 120 , je trouve encore le 
it)mbre 12 qui étant pris en -— a le^ conditions 
requises , pourvu qu'on prenne en — le^ nom- 
bres II et i3 qnî sont au-dessus et au-dessous. 
J'écris donc dans une cinquième colonne verti- 
cale les trois nortibres -^'11,-— 12,— 1 3. 

Pour savoir présentement à laquelle des deux 
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dernières colonnes je dois m'arrêter , ou plutôt 
par laquelle des deux quantités a?-+-^ ou a:-— \% 
je dois tenter la division, je remarque que si 
^c'étoi-tla première, ilfaudroit trouver zéro en 
substituant— ^ pour x dans Péquation , ce qui 
n'arrive pas : donc il n'y a que la division par 
a? — I a à tenter , je la tente , et elle réussit , en 
me donnant pour quotient a?4 -+-5 x^ — a;-h lo. 
Ainsi H- 1 a est une des valeifes de x dans l'équa- 
tion donnée et la seule commensurable. 

XVIII. 

Soit enfin .7? 6— 4 a? 5 -4. 3 a?4 — 12 ac^ — hx^- ,T^^>'*™««P" 

•^ plication de la 

4-1 ia:-h 36= G. Ayant écrit Ccase 4, table sui-ï^^^^o**^ <^« . 

^ '^ , ^ . trouver les raci- 

?anté) dans iine première colonne verticale les nés commeiMtt- 
valeurs 1,0, — i à donner à x ; dans une se- 
^ conde te nombres 3o , 36 , 40 , dans lesquels la 
; quantité proposée se change par ces supposi- 
tions , et dans une troisième tous les diviseurs 
r i , a , 3 , 5 , 6 , 10, i5 , 3o du nombre 3o ; les 
diviseurs i ,2 ,3, 4,6,9, 12,18, 36 du nomr 
bre 36 ; les diviseurs i , ^ ,4, 5,8, 10, 20, 40 
du nombre 40 ; je trouve parmi tous ces divi- 
seurs quatre colonies qui renferment les condi- 
tions requises , la première -H 3 , -+- s , -4- 1 , 
là seconde , — 2, — 3,-4, la troisième , 
m>-3, — 4, — 5, la quatrième , -f- 10, -+-9, 
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Pour décider alors entre ces quatre colonnes ; 
je commence par faire x=ti ^ , et j'écris ^ au- 
dessus de I dans la première colonne , j'écris 
ensuite dans la seconde 74, nombre dans lequel 
la quantité proposée se change par la supposi- 
tion de X = a. Cela fait , je vois , sans me don- 
ner la peine de chercher les diviseurs de ce 
nombre , que les deux colonnes +. 3 , -h a , +» 1 1 
et -no , +.9,-1-8, sont à rejetter ; car si la 
première avoit lieu , il faudroit trouver +- 4 
parmi les diviseurs de 74, ce qui n'arrive pas , 
et si c'étoit la seconde, il faudroit trouvet 
+- 1 1 parmi les mêmes diviseurs , ce qui n'ar- 
rive pas non plus. 

Je vois, au contraire , que les nombres — i 
et — a que demandent \ek colonnes — a , — 3 , 

— 4, et — 3, — 4, — 5 sont des diviseurs de 
74 , j'écris donc les nombres — 1 et — a au- 
dessus de — a et de — 3 dans la seconde et la 
troisième colonnes, et je cherche ensuite à ex- • 
dure encore une de ces deux colonnes — t, — a , 

— 3, — 4;et — a, — 3,. — 4, — 5, ce qui 
devient bien facile , puisque si la première étoît 
k conserver, il faudroit trouver o par la sup- 
position de 0? == 3 , ce qui n'arrive pas ; au 
lieu que ~ i qui , par la colonne * — a , 

— 3 , — 4 , — 5 doit être un diviseur du 
nombre donné dans la supposition de x = 3 , 

ne 
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tie peut pas manquer de l'être. Donc il n^ a 
de colonne à essayer que — i ,^ — 2., — 3, 
-^4, — 5, c'est-à'dire , qu'il n'y a de divi- 
seur à tenter que x — 4. J'esgaye en effet la di- 
vision de la quantité proposée par x — 4 , ce qui 
réussit et donne pour quotient œ^ -f- 3 x^ 
— 5 .r -^ 9. Ainsi -H 4 est une des valeurs 
de ar dans Téquation proposée et la seule com- 

mensu râble» 

XIX. 

Après avoir vu comment on pouvoît firei* 
des équations d'un degré quelcoiique, les équa* 
tionis commensurables du premier qui en étoient 
les racines , il étoit naturel de chercher aussi h 
en tirer tes équations du second degré qu'elles 
pouvoient renfermer : on devoit s'en promettre 
une aussi gi*ande utilité , la solution des équa- 
tions du second degré étant aussi complette que 
celle du premier. 

Voici la méthode qu'on a imaginée pour y. MéAodepbut 

01./ trouver le» equa* 

parvenir. «Qtie xx H- ùx-h c = o représente tions du second 
i équation du second degré qui peut être un des «urabies dans 
{>roduisans d*une équation donnée , ou ce qui donn<ie* . 
revient au même , que x et -^ i?x •+- c ^ soit \e 
diviseur cherché d'une quantité donnée, en fai* 
8ant:r.=: o dans ce diviseur, il est clair qu'il - 
1.^ réduira au nombre c , et que ce nombre sera 



/ 



t94 ÉLÉMEtîs d'Algèbre. 

un des diviseurs du depiier terme de la quantité 

donnée. 

Si on fait ensuite a? =i H- i dans le diviseur 
fl?a-|_ bx ^ c i il ^e changera en i -4- A -+• ^ 
qui sera un des \liviseurs du nombre que Ton a 
en faisant de même dans la proposée a? = i. 
Donc si on cherche tous les diviseurs de ce nom-» 
bre, et qu'après les avoir pris tant en -f- 
qu'en — , on en retranche Tunité, ce sera parmi 
tous les nombres, tant positifs que négatifs, 
que l'on aura par cette opération que devra se 
trouver le nombre égal à ^ -+- c. 

Si on fait ensuite .^ == — i tant dans la quan- 
tité proposée, que dans le diviseur œ^ -^ bx 
-h c, qui devient alors i — i6 H- c, on voit 
qu'en cherchant tous les diviseurs du nombre 
que devient cette quantité par cette supposi- 
tion, pris tant en — qu'en +, on aura parmi 
tous-les nombres que ce calcul donnera, après 
en avoir retranché l'unité, celui qui exprime 
— b-^ c. 

Or, comme c est moyen arithmétique entre 
^-i-cet — b -f-c, il s'ensuit que parmi les 
trois suites de nombres qu'on aura pour repré- 
senter i6 -+- c,c, — i^H-c, il ne faudra s'ar- 
rêter qu'à ceux qui seront en progression arith- 
métique. Lorsqu'on aura trouvé trois nombres 
en progression arithmétique, il est clair que 
celui qui répondra k la supposition de iF =: o. 
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sera celui qu'il faudra prendre pour c ; et comme 
celui qui répondra à là supposition de .2? = i 
représentera 6 •+-€ ^ il est clair qu'en retran- 
chant le premier du second , on aura &, Substi- 
tuant ensuite ces deux nombres à la place de A 
et de c dans ,^^-4- A,t ^ c ,on aura un diviseur 
à tenter pour la quantité donnée, et lé seul h 
essayer, si on n'a trouvé qu'une progression arith- 
métique pour toutes lessuites des nombres qu'ont 
donnés les diviseurs de la quantité, où l'on a fait 
successivement a? = i , o > — i . Si on ^ trouvé 
plusieurs progressions arithmétiques , on se dé- 
terminera entre ces progressions a peu près 
comme dans le cas des diviseurs simples , eri 
faisant de nouvelles suppositions pour *r , 
comme —r^ ^ > — 3 , etc. ou -H 2 , H- 3 , etc. 

Car qu'on suppose , par exemple , 0?= — p 2 , 
a? == — - 3 , etc. dans la quantité proposée , il 
est clair que tous les diviseurs j tant positifs que 
négatifs du nombre que l'on aura alors , repré- 
senteront la quantité 4 — s^-f-CjOUç— • 3è 
4- c , etc. que devient a?^ H- Z^ ;r H- c , lorsque 
3? = — a ^ ou a? == — 3, etc. et que par 
conséquent tous ces mêmes diviseurs dont on 
aura retranché 4, 9, etc* représenteront — slù^c^ 
*- 3ifr -h c, etc. Or, — J2, A-4-tf, — 3^-^^, etc* 
étant d'autres termes de la progression arithmé- 
tique c, b^c , — iô^-c?, on n'aura donc plus qu'à 
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chercher parmi les progressions arithmétiques 
trouvées précédemment, celle qui se conserve 
par ces nouvelles valeurs de a? , et s'en servir , 
comme on vient de l'expliquer, pour-détermî- 
ner les nombres b et o. 

X X. 

ApDlicatîonde Soit, par exemple, la quantité x^-^-^xi 
i'^Sntïf ' ^'"^ + ^ ^^-^- 8 a?a — 36 07 + !i 1 , dont on cherche 
un diviseur du second degré. 

Je commence par écrire dans une colonne 
verticale ( Table suivante , Case 5) les valeurs 
I , G , — I que je veux donner à x. J'écris en- 
suite dans une seconde colonne verticale , les 
nombres i, ai , 65, dans lesquels la quantité 
proposée se change par ces suppositions. 

J'écris de même dans une troisième eolonne, 
à côté du premier nombre , son unique di- 
viseur I ; à côté de ai , ses diviseurs i, 3, 
7 , 21 ; et à côté de 65 , ses diviseurs i , 5, 
i3, 65. 

Cela fait , j'écris dans une quatrième colonne 
les nonibres i , o , i quarré de i , o , — i > 
> ' écrits dans la première colonne et valeurs de xXt 

çt par conséquent , dans les mêmes supposition^ 
de I , o, — I. Enfin, je forme une cinquième r 
colonne J)ar ces conditions; *^^ 
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'a première bande — 2 , q se forme 

I de I pris en — , et de i pris 

bande soit composée des 

- 3, — I, H- I , -+-3, 

^es diviseurs qui sont 

''me pour le signe 

.isième bande 
, — -a, G, + 4, 
^.icmiers — 66 ^ — 14, 
.rouvés en retranchant i des 
0,5,1 pris en — , et les autres 
-H 1 a , 4- 64 en retranchant i des 
o nombres, t, 5, i3 , 65 pris en-h. 
i'our déterminer ensuite les progressions arith- 
métiques qui sont dans ces trois suites de nom- 
bres, je commence par prendre dans la pre- 
mière bande le nombre — 2 pour le premier 
terme d'une progression, et je prends successi- 
vement pour seconds tous ceux de la seconde 
bande; je cherche en même-temps les troisiè- 
mes termes que ces premiers donneroient, et 
j'examine quels sont ceux de ces troisièmes qui 
se trouvent dans la troisième bande : or , — 2 
et — 21 doivent donner pour troisième terme 
*— 40 qui n'est point dans la troisième bandé, 
je rejette donc 21 j je prends alors — 7 pour 

N3 
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le second terme , et comme il devroit donner 

— 12 pour troisième terme, et que — 12 n*est 
pas dans la troisième bande , je rejette, encore 

— 7, et de même — 3 , parce que ce dernier 
devroit donner — 4 qui ne se trouve pas non 
plus. 

A l'égard de — • i , comme il donne o pour 
troisième ^ et que o se trouve dans la troisième 
bande , j'écris dans la sixième colonne la pro- 
gression — 2 , — • I , o. De même H- i pris 
pour second, donnant H- 4 qui se trouve en- 
core, j'écris la seconde progression — a, + i , 
^- 4. Et comme -f- 7 et + 21 devroient don- 
ner chacun un troisième terme qui n'est pas dans 
la troisièn^e bande , je les rejette. Les progres- 
sions qui peuvent commencer par 2 , étant dé- 
terminées , je passe à celles dont le premier 
terme seroit o, et pour les trouver , je prends, 
ainsi que j'ai fait pour 2, tous les nombres delà 
seconde bande l'un après l'autre. 

Je vois d'abord que — ^ 21 devroit donner 
pour troisième terme — 42 , qui n'est pas dans 
la troisième bande ; je vois ensuite que — 7 
donne — 14 qui se trouve : ainsi j'écris encore 
la progression o , — 7, — ^14. De même — 3 
et — I donnant — 6 et — 2 , qui se trouvent 
aussi ; j'écris les progressions o , — 3 , — 6, et 0, 
^r^ I, — 2, A l'égard des nombres •+- i,-f- 3-4-7* 
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-h ai, ils ne donnent aucun troisième terme 
qui se trouve , ainsi je lés rejette. 

Pour voir présentement lesquelles de ces pro- 
gressions il faut encore rejetter , je fais 0?= -^ 2, 
et j'écris — 2, dans la première colonne ; en ob- 
servant de mettre en même-temps , i ^. dans la 
seconde colonne, 1^5 que donne la quantité 
proposée par cette valeur de x.2^. Daiis la troi- 
sième les nombres i , 5, s5, is5, diviseurs 
de 125. 3^. Dans la quatrième colonne le nom- 
bre 4 quarré de — 2 et valeur de" a? a? dans 
cette supposition. 40. Dans la cinquième co- 
lonne les nombres — 1^9 > — s.g , — 9,— S 
que l'on a en retranchant 4 des nombres 128 , 
20, 5, I pris en — , et les nombres — 3, -h i , 
-4-:ai , -+- 121 que Ton a en retranchant 4 des 
mêmes nombres i , 5 , aô , 1 20 pris en ■+-. 

Parce moyen, je vois que les deux progres- 
sions — 2, -4- I , -h 4, et 0, — • 7, — 14 sont 
à rejetter, parce qu'elles devroient donner pour 
quatrièmes termes 4- 7 et — 21 qui ne se trou- 
vent pas dans la quatrième bandé. 

Mais les trois progressions — s , — i , o ; 
0, — 3,— 6;o,— •!, — 2 y devant don- 
ner pour quatrièmes termes H- i , — 9,-3 
qui se trouvent dans cette quatrième bande , j'ai 
besoin d'une nouvelle supposition pour exclura 
au moins une de ces trois progressions. 

N4 
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Je fais donc x = — 3 , ce qui me donne 147 
pour le nombre dans lequel se change la quan- 
tité proposée par cette supposition. J'écris 
donc *i 47 dans la seconde colonne , et à côté, 
dans la troisième, ses diviseurs i , 3, 7, 21 , 
49, 147 ; je mets de même dans la quatrième 
colonne 9 quarré de — 3, ou la valeur à^ xx 
dans la nouvelle supposition; enfin j'écris dans 
la cinquième colonne les nombres — i56, 

— 58, — 3o, — 16, — 12, — 10, — 8, — 6, 

— s , H- 12 , H- 40 , H- i38, que l'on a en re- 
tranchant 9 des nombres i , 3, 7, si , 49, 147 
pris en — et en H-, 

Par-là je trouve que les progressions — s , 
-^ I , , -4- I et G , — I , — a , — • 3, doivent 
être rejettées , et qu'au contraire îl faut con- 
server la progression o, — 3, — 6^ — 9; car 
îes deux cinquièmes termes des premières pro- 
gressions doivent être -4- 2 et — 4 qui ne se 
trouvent pas dans la cinquième bande , au lieu 
que le cinquième terme de la progression 
o, — 3,-6, — 9 est — 12 qui s'y trouve. 

Après avoir réduit toutes les progressions à 
la seule o, — 3^ -_ 6^ etc. je prends dam 
cette progression le nombre — 3 qui , dans la 
sixième' colonne , répond à la supposition de 
a? = o, pour exprimer le terme c du diviseur 
cherché 3^ a? -4- /» o? -j- c. Je prends ensuite, tou' 
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jours dans la sixième colonne, o qui répond à 
la supposition de .r = i , et qui , suivant les 
principes précédens, doit être b -\-c\ ainsi re- 
tranchant c? (<u — • 3 de o , ou b'^c^ j'ai -+-3 
pour //, et partant le diviseur cherché .T^-f. b x 
H- c est XX ^ 3 j: — 3, s'il y en a un du se' 
cond degré. 

Pour savoir ce qui en est, je divise la quan- 
tité proposée cr^-f- 3 .r4-|- «a .x^-f- 8 a?^ — 36 a? 
H- il par XX H- 3^- — 3, et je trouve qu'en 
effet la division est exacte , et donne pour quo- 
tient a?^-h5 5? —7. 

XXI. 

Soit présentement la quantité a?4-+- (>x'^ ^^^^^l^^^" 
H-i i ac^ -t- 10 .^ + 5 , je commence par écrire ^^^1).°^^ ^tifii-^ 
(Table ci-jointe. Case i ) dans une première 
colonne verticale les valeurs 2,1,0, — i , — % 
que je veux donner à x. J'écris ensuite dans la 
seconde colonne verticale les nombres i33, 33, 
5,1,3 dans lesquels la quantité se change par 
ces suppositions. 

Dans la troisième , j'écris vis-à-vis de ces 
nombres tous leurs diviseurs. Dans la quatrième 
les valeurs 4, i , o , i , 4 de a:.!? dans les suppo* 
sitions faites pour a? à la première colonne. 

£nfin dans la cinquième colonne j'écris , pour 
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la première bande , les nombres — 187, — ' a3, 
— II, — 5, — 3,-h 3, +- 15, H- 129 trou- 
vés en retranchant 4 des nombres i33, 19, 7>i 
pris d'abord en — et ensuite en H-. De même 
dans la seconde bande, les nombres —^34, — 12, 
-—4, — 2, G -4-2, + 10, +-3^, produits en 
retranchant i des nombres 33 , 1 1 , 3 , i pris 
d'abord en — , puis en 4-^, et ainsi des autres 
bandes. Tous ces nombres écrits , je commence 
par prendre dans la cinquième bande de la cin- 
quième colonne, le premier nombre —^7 pour 
servir de premier terme d'une progression, et 
prenant en même-temps — 2 dans la quatrième, 
bande pour servir de second , je vois que le troi- 
sième devroit être -t-3, et qu'il ne se trouve 
pas dans la troisième bande ; ainsi je passe à o 
qui , en prenant toujoure — 7 pour premier 
terme, donneroit -t- 7, pour troisième terme, 
et comme -H 7 n'est pas non plus dans la troi- 
sième bande, je conclus qu'il n'y a point dans les 
nombres de la cinquième colonne, de progres- 
sion qui puisse commencer par — 7. 

Je prends^donc — 5 pour premier terme, et 
je vois qu'en lui donnaftt — 2 pour second, le 
troisième seroit -t- i qui se trouve bien dans la 
troisième bande, mais qui donne pour quatrième 
terme 4-^ 4 , qui n'est pas dans la seconde bande , 
ainsi je laisse — 2 , et je prends o pour second 
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terme , ce qui me donne alors +'5,+'io,+'i5> 
pour troisième , quatrième et cinquième ter-^ ' 
mes , et comme tous ces nombres se trouvent 
dans la troisième, la seconde et la première 
bandes , j'écris dans la sixième colonne les nom- 
bres i5, lo, ô, G, — 5. 

Prenant ensuite — 3 pour premier terme, je 
vois que ni — 5,, ni o ne peuvent lui servir de 
seconds termes , parce que le premier donneroit 
la progression — 3, ~2, — 1,0,+* i dont 
le dernier terme n'est point dans la première 
bande ; et que le second donneroit la progres- 
sion — 3 , o , -H 3 , etc. qui manque dès le 
troisième terme +- 3 qui ne se trouve point 
dans la troisième bande. 

Il ne me reste plus qu'à prendre — i pour 
premier terme, je lui donne d'abord — 2 pour 
second qui ne réussit pas, mais lui donnant en- 
suite b, j'ai pour troisième, quatrième, cin- 
quième termes , les nombres -H i , 4- ^ , +• 3 qui 
sont dans la troisième, seconde et première 
bandes; j'écris donc dans la sixième colonne 
les nombres +»3,-H2,+'i,o, — i. 

Cela fait , je ne cherche point à donner de 

nouvelles valeurs à a> pour exclure une de ces 

deux progressions , parce que la quantité donnée 

étant du quatrième degré , doit ou n'avoir aucun 

diviseur du second degré , ou en avoir deux à la 
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fois, ce qui se tire de ce qu'aussitôt qu'on diifa 
trouvé un diviseur du second degré à une quan- 
tité du quatrième, le quotient qui est toujours 
un diviseur en même-temps, sera aussi du se- 
cond degré. 

Suivant cette réflexion, je prends indifïërem- 
ment Tune ou l'autre des deux progressions pré- 
cédentes ; la première, par exemple, dans la- 
quelle 5 étant ce qui répond à la supposition 
de ^ = G, et lo ce qui répond à la supposition 
de a? = I ; j'ai c=:5etZ»-hc=io, c'est-à- 
dire, A = 5, D'où le diviseur que donne cette 
progression est xx -+- 5 x -+- 5. Je divise donc 
la quantité proposée pfer .x ^ + 5 .t -+- 5 , et je 
vois que la division réussit et donne pour quo- 
tient a?a?-h û? H- I qui est le diviseur qu'on 
trouveroit par l'autre progression. 

XXII. 

Mëtliodenour Lorsqu'il Sera question de trouver les dm- 

trouver les ai vi- j, , • ^ n ^ / ♦ 

«eursdu premier seurs d uuc équatiou tcHe que ojy^ — J^ 
r?dti.at"rn - sr ^=» -h 3jK H- 20 = o , dont le premier 
coefficient. terme aura un coefficient qui n'aura pas dis* 
paru , en divisant toute l'équation par ce coeffi- 
cient, on pourra se seiTir des principes précé- 
dens , sans être obligé de changer cette équation | 
en une autre qui n'ait point de coefficient au '. 
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premier terme , comme on le pourrolt faire par 
la méthode de l'article IX. 

Pour le faire voir , examinons d'abord ce 
qui regarde les diviseurs du premier degré. Que 
mx -hii représente celui *qui doit diviser une 
quantité quelconque donnée. Il est clair que si 
on fait X successivement égal k 2., i , o , — i , 
*— 2 , etc. ce diviseur deviendra , dans tous 
ces cas , Siw-h^ï,/;^-h^,â5, — //? H- a , 
'—' 2m -\^ a, etc. qui sont des quantités en 
progression arithmétique , dans lesquelles il est 
aisé de remarquer , 

I o. Que la différence m de tous les termes est 
le coefficient de x dans le diviseur. 

2,^. Que cette même différence m est un di- 
viseur du coefficient du premier terme de la 
quantité proposée ; 

3^. Qne le terme a répondant à la supposi- 
tion de ;r = o , est la partie délivrée d^x du di- 
viseur ; 

4^. Que les même^ quantités ert progression 
arithmétique seront des dîviseurs de la quantité 
donnée , dans, laquelle on aura fait successive- 
ment X égal à a , i , o , ^ — i , — • a^, etc. 

Cela posé, lorsqu'il faudra chercher les di- 
viseurs du premier degré d'une quantité quelr 
conque donnée , on suivra d''abord le même 
procédé que ci-dessus pour les trois premières 



2o6 El É MENS b^Algkbjlê*^ 

colonnes , on cherchera «isuite , parmi tous cesl 
nombres , quelque progression dont la différence 
soit un diviseur du coefficient du premier terme 
de la quantité proposée. Enfin, pour employer 
cette progression , on substituera dans mx M- « , 
k ia place de a le terme de la progression qui 
répondra à la supposition de ^t = o, et à la 
place de m le nombre que Ton aura en retran- 
chant -un terme quelconque de la progression, 
de celui qui est au-dessus. 

X X I I L 

A H ation Supposotts , par exemple , que Ton cherche 
d« cette mé- les diviseurs de la quantité 

tnode à un /a o 

exemple. 6 .2?4 -*- X^ — ^ t .-^a ^ 3 O? -+- 20. 

Je range à l'ordinaire dans la première co- 
. lonne les suppositions 2,1,0^ — i, — 2, 
à faire pour x. Dans la seconde, les nombres 
3o, 7, 20, 3, 34, que devient successivement 
la quantité donnée par ces suppositions, et 
enfin dans la troisième tous les diviseurs de ces 
nombres. 

Cela fait, afin de découvrir parmi tous les 
nombres de la troisième colonne , quelque pro- 
gression qui serve à reconnoître le diviseur 
cherché, je commence par examiner le premier 
nombre i de la première bande, et )e vois 
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d'abord que si on lui donne pour second le pre- 
mier nombre i de la seconde bande , la progres- 
sion I , i^, I , etc. qui en vient, ne peut pas 
être admise, puisqu'elle ne sauroit représenter 
le diviseur cherché mœ ^ a qui doit varier 
nécessairement par les différentes valeurs de x. 
Je vois de même que 7 ne sauroit être pris pour 
le second; car le troisième terme que produiroit 
cette supposition seroit i3 qui ne se trouve pas 
dans la troisième bande. 

Prenant ensuite i en — , je vois que i delà 
seconde ne lui sauroit servir de second terme , 
parce que le troisième seroit 3, qui n'est pas 
dans la troisième bande. A l'égard de 7, il est 
inutile de chercher si le troisième terme qu'il 
donneroit se trouve dans là troisième bande , 
puisque la différence de — ^ i à 7 est 8 , qui 
n'est pas un diviseur du coefficient du premier 
terme de la quantité proposée. Donc i , soit 
qu'on le prenne en -h , ou qu'on le prenne en 
*"— , est à' rejetter. 

Parcourant de la même manière tous les au- 
tr«s nombres de la première bande , je ne trouve 
que 10 qui puisse avoir les conditions con- 
l^enables. Lui donnant 7 pour second terme , 
ij donne la progression 10, 7, 4, i , -*- a 
dont la différence est 3 , diviseur du coefficient 
de 6 a:4. 
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Ayant donc écrit cette progression dans la 
quatrième colonne , je prends le terme H- 4 
qui répond à la supposition de ,t 3== o pour 
exprimer la partie a du diviseur cherché , et*- 
• rc^tranchant le même terme H- 4 du terme su- 
périeur H- 7 qui représente rn ^ a ^ j'ai -+* 3 
pour exprimer m y c'est-à-dire, que le diviseur 
cherché , s'il doit y en avoir un, ne peut être 
que 3.r -H 4. Je tente donc la division par 
cette quantité , elle réussit, et me donne po^r 
quotient 2 a?^ — Sr^ — 3 a? -4- 5, 

X X I V. 

« 

Métliodc pour Examinons présentement les cas oii les diy!* 

trouver les divi- . ^ .^ .r.*» 

seurs du second scurs doivcnt être du deuxième degré, ooit pris 

deeré , lorsque , , i t • 

r:rdbitavoiruD w.^^ -k^ o X '^ c pour représenter le diviseur 
cherché d'une quantité donnée ; il est clair, 
comme ci-dessus , que le dernier terme c sera 
un diviseur du dernier terme de la quantité 
•^ donnée, et que m sera un diviseur du coeffi- 
cient de la plus haute puissance de (9 dans la 
quantité donnée. 

Choisissant donc d'abord pour représenter Wr 
un des diviseurs du coefficient du premier terme 
de la quantité donnée, et faisant la même opé- 
ration que dans l'article XIX , à cela près, qu^au 
lieu de retrancher les quarrés 16,9,4, etc. orf 
i, retranche 



• 
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retranche le produit de ces mêmes quarrés par 
le nombre qu'on aura choisi pour m , oii trou- 
vera de même b çx,c. 

Si le diviseur que Ton a ainsi , en mettant dans 
jnx^^bx ^c ^ pour m le nombre choisi , et / 
pour b y c y ceux qui auront été déterminés d'a- 
près ce choix , ne réussit pas, on prendra un autre 
des diviseurs du coefficient du premier terme de 
la quantité donnée pour représenter /w, et Ton 
achèv€tra le calcul de la même manière. Si après 
avoir ess^é tous les diviseurs du coefficient du 
premier terliqe , ilarrivoîtqu^onne trouvât pas ^ 
de diviseur par cette méthode , on seroit ?ûr que 
la quantitç proposée n'en devoit point avoir. 

X XV. 

Soit prise, pour faire une application de cette Application de 
méthode* la quantité 4 x"^ +* r6 0^4 ~ ^% x^ «» exemple. 
— . i4ir2» — 56 X 4- 77 dont on demande un 
diviseur du second degré. Ayant d'abord placé 
à l'ordinaire (Table suivante, Case**8) dans la 
première colonne les nombres a , i , o, -— «^ i , 
— !& , etc. auxquels on égale successivement x.\ 
dans la seconde , les nombres 1 17, 5 , 77, iS3,- 
487 que devient successivement la quantité pro-*î 
posée par ces valeurs de x ;dans la troisième , 
tous les diviseurs des nombres de la seconde : }e 

Tome h O 
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commence par chercher, suivant les règles de 
Tart.XIX, s'il y a quelque diviseur du second 
degré , dont le premier terme ait l'unité pour 
coefficient ; mais n'en trouvant point , je sup- 
pose que /7z , c'est-à-dire, le coefficient du pre- 
mier terme du diviseur, soit 2 qui est un des 
diviseurs du coefficient 4 du premier terme de 
la quantité donnée/ . 

Je place alors dans la quatrième colonne ,'au 
lieu des quarrés des nombres de la première , le 
produit de ces mêmes quarrés para valeur sup- 
posée de m, c'est-à-dire, que j'écris dans la 
quatrième colonne les nombres 8, s, o, a, 8, 
Je retranche ensuite ces nombres de tous ceux 
de la troisième colonne pris en — et en 4-^ , 
ce qui me donne pour la première bande de la 
cinquième colonne — 126, -—47, — 21, 

— 17, — II, -^9, ^— 7, -^ 5, +. I, +.5, 
-h3i , 4* 109 ; pour la seconde bande — 7, 

— 3 , etc^ 

Tous ces nombres écrits , je cherche toujours, 
comme ci-devant, des progressions arithméti- 
ques parmi tous ces termes, et je ne trouve 
que la progression 4» 5, -fr^S, ^-^ ix, — 19, 
— ^ :27 que j'écris dans la sixième colonne : cela 
fait, je prends .^ii répondant à zéro pour ex- 
primer le nombres, et retranchant ce nombre 
de — 3 qui est au-dessus, j'ai le reste +. 8 pour 
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exprimer b. Le diviseur qui résulte donc dé la 
supposition de w = 2 est û a?^ -+ 8 a? — » 1 1; 
î*essaie alors la division qui réussit en donnant 
pour quotient 2 x^ — 7, et sans prendre la pgine 
de faire le calcul que demanderoit la supposi- ] 

tion de ^Tï = 4 , je vois qu'il ne doit pas réus- \ 

sir, parce qu'il faudroit pour cela que le quo- 
tient ^io?^ — 7 pût se décomposer , ce qui est \ 
impossible. Ainsi la quantité proposée n'a pas 
d'autre diviseur du second degré, que %x^ 

-H •S jp— II. 

X X V L , , : 

Lorsqu'on cherchera les diviseurs d'une quan- ,. J^"*® y*»^ 

*■ . ^ »■ tite donnée qui. 

tité qui ne passera pas le cinquième degré, on «e ynonie pas au. 
pourra toujours les trouver par les méthodes et qui a des divii 

* , . . seuis , eu doit 

précédentes ; car aussitôt quon se sera assuré; avoir d*ui;i degré 

, - , 4 . ^ , . moins dievc que 

par ces méthodes que cette quantité n aura point le troisième/ 
de diviseur, ni du premier, ni du second degré, 
on sera sûr aussi qu'elle n'en aura pas du troi- 
sième. 

XXVII. 

Mais si la quantité proposée s'élève au sixième ^* ^^ quantité 

* i^ ^ monte au sixié- 

degré ou au-delà , elle pourroit n'être décom- m«,<lcgr^ouau- 

^ , . 1 j r de-k, clJe f<our- 

posable qu'en des quantités d'un degré plus «"oit n'uvoir dé 

^1 r 1 • 1 T r 1 J 5-1 r 1 • <i»viseursquedu 

élevé que le second. La méthode qu il taudroit troisième ou du 

J, . ^ r \f y quatrième. 

suivre pour trouver ces diviseurs, est fondée à 
peu près sur les mêmes principes que les précé- 

O % 
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dens ; je ne m'arrête point à l'expliquer à cause 

de la longueur des calculs. 

\- 

• XXVIII. 

Tout ce que nous venons de dire sur les di- 
viseurs commensurables , ne regarde que les 
équations numériques ; cependant les équations 
littérales pouvant aussi avoir des diviseurs com- 
mensùrables , il faut voir ce que l'on doit faire 
pour les trouvera 
"v » Supposons d'abord que l'équation ne renferme 
qu'une lettre connue avec l'a?, et que cette 
équation soit ce que l'on appelle homogène ; 
c'est-à-dire, que tous ses termes renferment, 
indépendamment des coëflîciens numériques, 
le'même nombre de facteurs, telle seroit l'équa- 
tion .t^ — ax'^ — \oa^x-\- 6a^f par exemple. 
On n'aura qu'à substituer l'unité à la place de 
la lettre connue a de cette équation^ et cher- 
cher ses diviseurs de la même manière que ci- 
dessus. Ces diviseurs étant trouvés, s'ils sont du 
premier degré , on remettra la lettre a à côté du 
nombre qui sert de second terme. §i le diviseur 
est du second degré , on placera a après le coçifi* 
cient du second terme, et a a aprSfe le nombrt 
qui sert de troisième terme. 

Soit, par exemple , la quantité x^-h 4^ ^' 
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•*-, ly/z^^a?— 12 a^ ; après avoir fart /x =: i ^ 
et trouvé que la quantité a?^ + 4 a?^ — 170? 

— 12, qui vient par cette opération, a pour di- 
viseur X — 3, je conclus que x — 2a est un 
diviseur de la quantité proposée. 

Qu'on ait ensuite 2,z?5-h 6ax^ — Za^x^ 
*— Sa^x^ — 20 a4x + 12 a^. En supposant 
« =5 I , on aura 2 a:^ -+. 5 .t4 >— ï 3a?3 — 8 ^r^ 

— 20 a? H- T 2 qui donne pour diviseur du se- 
cond degré 2x^-^60: — 3, Mettant alors dans 
ce diviseur a à côté de 5 , et aa k côté de 3, 
il vient 2.2?2-f- 5«a:^ — 3<z«pourle diviseur 
du second degré de 2x^-+- 5axi — Za^x^ 

— Sa^x^ — 2oa4x -+- is,a^. 

XXIX. 

Dans une équation hocnogène et qui est af^ 
fectée de trois lettres , on pourroit, en suivant 
les méthodes précédentes, parvenir encore à 
trouve^ ses diviseurs , tant* du premier degré 
que du second ; mais à l'aide de quelques obser- 
vations de calcul qui se présentent assez natu- 
rellement , on peut réussir d'une façon un peu 
plus commode. 

Supposons d'abord que la quantité donnée Méthode pom 

r ^«1^^ L JA^ • trouver tous- ki 

qui rçnterme trois lettres a,o, x dut avoir diviseurs à deus 
pour diviseur une quantité qui n'en renfermât q^uinTit/qui"^ 
que deux, que les lettres x,Qt a^ par exem^ "''^^'^* 

03 
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pie. Puisque ce diviseur, quel qu'il soit , pourra» 
sans contenir de b^ diviser la quantité donnée 
cil b entre, il faut que la valeur de ^ soit indif- 
férente à la division , et que cette division puisse 
se faire de même lorsque b sera zéro. Donc si 
on fait i6 = G dans la quantité donnée , il fau- 
I dra que la quantité donnée par cette supposi- 
tion ait pour commun diviseur avec là quantité 
entière, le diviseur cherché. La question est donc 
en ce cas renfermée dans une autre, traitée* dans 
la première partre , art. LXXIII, où Ton a ensei- 
gné à ti^ouver le plus grand commun diviseur de 
deux quantités données : de sorte que par ce 
qu'on a enseigné dans cet article, on trouvera 
le diviseur cherché de quelque degré qu'il soit, 
pourvu qu'il n'ait que deux lettres. 

Exemple. Pour montrer l'application de cette méthode, 

soit prise d'abord la quantité .T4-+-tfa73-+-.2^2a:^ 
^'àa^x-^abbx^ai^aabby dont on 
cherche un diviseur où les seules lettres a , x 
entrent. 

I En faisant i6 = G il vîent^4-+-^a?3-+-aâJ^.Ta 
H- 3«3,r-+- a^ dont le plus grand commun di- 
viseur avec la quantité entière, ou , ce qui re- 
vient au même , avec le reste abbx^aabby 
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est ^-f- CL^ qui est donc nécessairement un di- 
viseur de la quantité donnée , et le plus grand 
qu'elle puisse avoir qui ne contienne pas de b. 

XX X h 

Soit* x^ — ^axi 4- ôaax^ — aèx^ 
-+ a 6 ù x'^^ 2 a a & jc^ '-^ j^ a^a:^ — ^aabbx 

— %a^bx^ H- 2 a^b b ; en faisant ^ = o dans- 
cette quantité y on a a-^ — ^ax^-^^ 6aax^ 

— \à^x^ dont il faut chercher le plus grand 
commun diviseur avec la quantité proposée , ou , 
ce qui revient au méme^ avec le reste — abx? 
-+- ab bx^-h^aabx^ — ^aabbx — 2a^bx 
-+- 2a^bb^ cVst-a-dire, le plus grand commun* 
diviseur des quantités x'^ — j\,ax^-^ &^ax 
-^ 4«^et — x^'^rbx^'^^ax^ — %abx — 2aax 
-^ %aab* 

Or, s'il y a un: diviseur commun entre ces 
deu:^' quantités qui ne contienne pas dé b, il 
sera aussicommun aux deux parties — x^-\-fiax^ 

— 2a^x et bx^ — ^2 abx-\r- 2a^ b de là der- 
nière de ces deux quantités ; mais le diviseur 
commun de ces deux parties ne peut être que 
XX — 2 iïj::H-aa.^, j'examine donc s'il divise 
aussi x^ — j^ax^-{r6aax — 4^^, et comme 
ille divise en effet, je conclus qu'il est le divî>- 
seur cherché de la quantité proposée. 

4^. 



2i6 Élémens d'Algébïii. 
X X X I L 



trouvcHet j^^! Supposons présentement que la quantité pro- 
î^tresltdû'^^re. P^^ée , composée de trois lettres dont on cherche 
«lerdegrc. \ç^ diviseurs, n'en ait aucun composé seulement 
de deux lettres, ou bien que si elle en renferme, 
on ait commencé par les trouver , et les mettre 
à part. Pour trouver alors les diviseurs de trob 
lettres et du premier degfé qu'elle peut avoic, 
je commence par représenter ce diviseur par 
mx^na ^^pb ^ m, n^p étant supposés dé« 
signer des nombres. Je remarque ensuite <juè 
si on fait successivement , a^x^b égaux à zéro 
dans ce diviseur , on a les trois quantités mx 
-^ p b^ na-^pbf ttix H- na telles que les 
deux termes que chacune d'elles renferme, SP 
trouvent répétés dans les deux autres quanti- 
tés, m X ^p b^ par exemple , donné par la sup- 
position de « == o , est composé de mx qui se 
trouve ààx\%mx -f-wfl donné parla supposi- 
tion de A = G , et de /? ^ qui se trouve dans wtf 
^pb donné par la supposition de x = o. Je vois 
en même temps que la somme de ces trois quan* 
%\tk% mx ^ na^mx-^ pb^na^pb^ estlc 
double du diviseur entier mx -^ na-^ph. 

Or, comme ces trois quantités sont «lécessai- 
rement des diviseurs de celle que l'on auroit 
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en faisant les mêmes suppositions de ^ , x ^b 
égaux à zéro , dans la quantité proposée ; on tire 
de fe , que pour trouver les diviseurs de cette 
quantité qui ne montent qu'au premier degré , 
et contiennent trois lettres, il faut commencer 
par écrire séparément les trois quantités , dans 
lesquelles la proposée se changé par la suppo- 
tion de a^ x^ b égaux à zéro ; écrire ensuite à 
côté de chacune de ces nouvelles quantités tous 
ses diviseurs du premier degré, et à deux lettres. 
Cela fait , il faut choisir trois diviseurs parmi 
Ces trois classes de diviseurs à deux lettres , en 
; observant les conditions dont nous venons de 
parler , que les deux termes dont chacun de ces 
diviseurs sera composé, se trouvent dans les 
deux autres diviseurs. Ces trois diviseurs étant 
ainsi trouvés, la moitié de leur somme sera le 
diviseur de la quantité proposée , si elle en a un. 
Si pour trouver dans un de ces trois diviseurs 
de deux lettres , les deux termes qui doivent être 
la répétition de ceux qui sont dans les deux au- 
tres , il falloit en changer les deux signes à la 
fois ; on voit bien que ce changement seroit 
permis, puîsqu'en* général une quantité qui en 
divise une autre , la divisera encore , si on en 
change tous les signes. 
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XXXIII. 

A publication de 

la méthode pré^ Pour montrer l'application de cette méthode , 

cedente au». ^ *^ , . 

exemple. soit proposécla quantité fLX^J^'j a op^ — 3^r^ 

+-6a^ œ — Za b x^ à^b^ x^ioab b — 6 P. 
Ayant d'abord écrit (voyez la table ci-jointe, 
case I ) dans une colonne verticale les trois quan- 
tités loab^ — 6b^\fL x^ — Zb x^ -h /^bbx 
^-^6 b^ ; 2 x^ +- y a x^ +- 5/z^a? ,danslesquelles 
.cette quantité se change par la supposition de 
x^ajj^ égaux à zéro , je place dans une seconde 
colonne verticale vis-à-vis de chacune de ces 
trois quantités , leurs dîViseurs ii deux lettres t}^ 
du premierdcgré. La première fournit 5 a — .3^ 
et lo /z — 6 ii; la seconde seulement 2 x — Zb, 
et la troisième 2. a? +. 5 a. Cela fait , je vois tout 
de suite que si des deux diviseurs 5/z — 3^, 
\oa — 6 b ^ on prend le premier ha — 3^ ; il 
aura avec les deux diviseurs %x — 3/^,2 .77 -h 5^, 
la propriété requise. Car ce premier diviseur 
b a — *è b contient 5 a qui est répété dans le 
. diviseur 2. T-f. ô^zetet — 3 i^ qui est répété dans 
2x — 3 ^ ; de même 2x — Z b contient 2.r qui 
est répété dans 2 ,^ -H 5 â5 , et — Zb qui est ré- 
, pété dans b a — 3 A ; enfin , 2 .ir -f- 5 ^ï est com- - 
posé de 2 ^ et de -h ô^/ , qui sont répétés dans,; 
les deux autres diviseurs 5/z — Zb ,2 x — ;3^. ï 
J'ajoute donc , suivant la règle précédente 



Trois. Partie. 219 

ces trois diviseurs , et j'ai 4 x —'6 b^\oa^ dont 
la moitié lia: — 3ift+-5«estle diviseur cher- 
ché. En effet , si on tente la divisioi», on trouve 
pour quotient 0:^4- ax-^^b b. 

XXXIV. 

Soit proposé maintenant de trouver les di- Autrctxemple. 
viseurs du premier degré , et à trois lettres de 
la quantité 8a:4 — %ax^i — \obx'^ — Za^x^ 
^habx^ — \^ ab^X'^'ga^ b^+* i5 ab^^ 
Ayant fait successivement x ^a^ h égaux k zéro 
dans cette quantité , j'ai les trois quantités 
9^2 i&^ -h i5^zA^,8.'r4 — io^.T5,8a?4— 2«a?^ 
— 3 /z^a?^ que j'écris ( voyez la case seconde de 
la table ci-jointe) Tune soiis l'autre dans une 
colonne verticale. J'écris dans une autre colonne 
verticale à côté de chacune de ces quantités, 
leurs diviseurs du premier degré , et à deux 
lettres ; ceux de la première sont Za^b b et 
9^5+» \h b \ ceux de la seconde \x — b b^ Sa? 
— 10 A ; et ceux de la troisième 40? — 3 ^ et 

Il n'est pas difficile ensuite de trouver que les 
trois diviseurs 3/z -H5i^,4^ — bb yÇX,\x — 3^ 
ont les propriétés requises , pourvu qu'on prenne 
le premier 3 a +- 5 b en changeant ses signes , 
c'est-à/dire , en l'écrivant ainsi — Sa-^ôb; 
je mets donc à part ces trois diviseurs dans la 
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quatrième colonne ; je les ajoute , et jct)rends 
la moitié de la somme , ce qui me donne 4 or 
— 3 a — 5 A pour le seul diviseur cherché , sup- 
posé qu'il y en ait un. Je tente la division , et je 
trouve pour quotient exact 

X X 5f V. ^ 

Dans ces deux exemples nous n*avons poînf 
écrit les diviseurs d'une lettre que donnoit 
chacune des trois quantités de la première co- 
lonne , parce que ces diviseurs n'auroient ja* 
mais pu être les quantités dans lesquelles le dî 
viseur a trois lettres se change par la supjpo^ 
sition de X' y a y h égaux à zéro, et que noi» 
avons supposé qu'on s'étoit assuré par la mé- 
thode de l'art. XXIX que la quantité proposée 
n'avoit pas de diviseurs à deux lettres. Rm 
si on.avoît des quantités qui eussent de; 
sortes de diviseurs , et qu'on ne voulût pas 
servir de la méthode de l'art. XXIX, onpoui 
roit les trouver en même tems que ceux à tr6< 
lettres, par la même méthode que nous vi 
d'expliquer , pourvu que ces diviseurs ne 
non plus que du premier degré. 
exemple où Ton Soit , par exemple, laquantité i6x^-+-i6iJf' 

trouve les divi- ^ » O/f ^ L iCJ 

seursjideux let- — 4° axx -^àoua X — \b a D X — 'Or 

très en même' 



Troisième 



îems que"ccuTù H" 3 /z^ i&. Ayant écrit dans One première 

lonne ( voyez la Case 3 de là Table ci-jointe J 



trois, 
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les trois quantités — • 6 /x^ -4*3 a^ J^, 16 a-^ 
4- 16 ^ a- ^ , 16 a-^ — ^S a x'jc; ^ 35 a^ jc^ 
— 6 «^ , dans lesquelles cette quantité se change 
par la supposition àe j: , a , A égaux à zéro ; 
j'écris dans la seconde colonne , et à la pre- 
mièrebande ^a^Sa, — 2. a -h If 9 — 6 a-hSb 
diviseurs du premier flegré et à une ou deux 
lettres de la quantité — 6 a^^3a^è. De même, 
dans la seconde bande , j'écris les diviseurs x ,' 
aar,4a',8^, i6x,j:rH-^, 207-1-^^,40? 
+4^ , 8^-4-8i&, 16 a; -h 16^ , de la seconde 
quantité 16 j? ^-h i6bxx : et dans la troisième 
bande , a — 4 a? , 3 lÉt^^ 437, ^y ~ 2 /z diviseurs 
de la troisième quantité 16 oî^ — 48 ^x x^. 
.'i-SSa^x — 6a^. 

Cela fait , k cause aii grand nombre de ce» 
diviseurs , il faut plus d'attention que dans les 
: exemples précédens, pour n'en laisser aucun 
qui piiisse avoir les conditions requises; Quant 
à Pordre'qii'on doit suivte, il est à peu près 
le mènxe que celui qu'on a suivi dans les di- 
viseurs numériques. Il faut donc comparer le 
premier de la première bande avec tous ceux 
des autres bandes , et faire ensuite la même opé- 
ration pour chacun des autres diviseurs de la 
première bande. Je vois d'abord, que si a fait 
partie d'un diviseur de la quantité , ce ne peut- 
être qu« d'un diviseur qui ne contienne que a 
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etx, parce que, s'il y avoit un terme qui com 
tînt A , ce divbeur rte se seroit pas réduit à iz par 
la supposition de.'rso. Ainsi je n'ai à choisir 
dans ce cas que parmi les cinq premiers divi- 
seurs a?, a a?, 4 a?, 8a:, 16 a:. Or , comme de 
tous ces diviseurs , il n'y a que 4 co qui soit 
répétédans la troisième blinde, (pouWû que ce 
diviseur 4 a: soit affecté du signe — ), et qu'en 
même tems de tous les diviseurs de la troisième 
bande , il n'y a que le premier a — 4 a; qui 
renferme le même terme ' a de la pre- 
mière bande ; je conclus que si a fait partie 
d'un diviseur, il faut que cÉMt viseur soit a — 4^1; 
je l'écris donc à part. Je passe alors k3m 
comme je le trouve répété dans le diviseur â^# 
— 40? de la troisième bande, et que Tauti» 
terme 4 a? du même diviseur se trouve être un 
deâ diviseurs de la seconde bande , en changeasl^ 
le signe de ce diviseur ; je conclus que 3 a -^4ffi 
peut être encore un diviseur delà quantité pnh' 
posée , et je le mets à part afin de l'essayer* 

Quant à — 2 ^z -+- Z> , on voit d'abord qu'il nç^ 
peut pas seul être un diviseur de la quantité pnh ' 
posée , parce qu'il faudroit pour cela que pamii ! 
les diviseurs de 16 x^ -^166x0:^ on eût le 
terme ^ que devîendroît — 2a^if par Fa suf^ 
position de /z = o. Reste donc à savoir s'il ne 
feroit pas partie d'un diviseui? où x entreroit 
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Pour m'en assurer , je commence par remarquer 

que de tous les diviseurs de la seconde bande , 

il n'y a que x-^ 6 avec lequel on puisse le 

compai-er, parce que c'est le seul diviseur qui 

ait le terme •+- i^ de commun avec lui. Je vois 

aussi qu'il n'y a que a? — 2 /ï de la troisième 

bande avec lequel je puisse comparer le même 

diviseur — 2 a -^ 6, parce qu'il est le seul 

; qui contienne le terme — 2. a. Je remarque 

' enfin que de même que les deux termes du di*- 

- viseur — 2 a ^ ù sont répétés dans les deux 

e autres diviseurs a? -f- i&, or — za^ le diviseur 

g a? H- ^ a aussi ses deiix termes répétés dans les 

g deux autres — ^ 2 /z-^- ^, iP — • s /z , et récîpro- 

f quement que les deux termes du diviseur 

f «a: — *a ^ sont répétés dans les deux autres x-h b^ 

'^ 2 a + A, De-là, je conclus que les trois 

Hviseuip — ^ s rf H- i^i 0? -H ifr, x^^ 2 a ont les 

aditioBS nécessaires pour former un diviseur. 

\}t les ajoute donc, ert je mets â part la moitié 

Ta? — a tf H-^ de leur somme pour un diviseur à 

tenter. Mais avant d'en faire le calcul, j'exa- 

|iinine ce que peut me donner le diviseur — 6^z 

.+ 3 A; je vois tout de suite qu'il n'y a aucun 

"de ses deux termes qui soit répété parmi les di- 

pîiseurs des autres bandes , et qii'ïtvnsi il faut le 

|*ejetter. 

Par -cet examen , on. trouve donc les trois dir 
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yiseurs a — 4iif, 3^^ — 407,0? — *^a -4- Aâ 
essayer; je tente la division par le dernier, 
^Ile réussit, et me donne pour quotient 'iaa 
— \6ax ^\6xXy que je divise ensuite par 
2>a — 4 07. La division réussit encore , et me 
donne pour quotient le premier diviseur a — 40?, 
Ainsi la quantitéjproposée étoitle produit de ce» 
trois diviseurs. * 

•XX X V L 

Méthode pomr Si la quantité proposée n'a point de diviseur 

trouver le« di- , • j i ^ i mi 

viseurs du se- du premier degré, et qu on veuille examiner si 
^Q\% icurcs!^ ^ elle n'en a point du second , on y parviendra 
assez facilement à l'aide de quelques obser- 
vations aruilôgues à celles sur lesquelles la 
méthode précédente est fondée. Soit ^çxi^mxx 
-f- nax -+• pbx H- qa^^ rab -t- shh 
pour représenter le^' diviseur. cherché diyeconrf 
degré ; faisant successivement 0? = o ^ ^ =0, 
i6 = G dans ce diviseur , j'ai les trois quan? 

tités 

qa^^rab-\^sbb 

mx^^p bx ^.s b b 

moB^^ nax '\^ q a^ 

qui sont toutes trois des diviseurs de celle que 
devient la proposée, lorsqu'on y faît.succcf 
sivement les mêmes suppositions drf^ , «> ^ 

égau]( 
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égaux à zéro. De plus , chacun de c^s diviseurs 
est toujours tel, que les termes affectés de let- 
tres quarrées sont toujours répétés dans les deux 
autres diviseurs , tandis que les termes qui 
contiennent un produit de deux lettres, sont 
toujours les seuls de leur espèce. Voilà donc des 
conditions pour examiner les trois classes de di^ 
viseurs de deux lettres et du second degré 
qu'on tirera d'une quantité proposée ; ainsi , 
quand on en aura trouvé trois qui rempliront 
ces conditions, on n'aura qu'à les ajouter, 
prendre ensuite la moitié de tous les termes 
affectés de quarrés , et laisser en entier ceux 
qui n'en contiendront pas. 

XXXVII. 
Pour montrer l'application de cette méthode. Application de 

. r /A- Q/a ^^"*^ méthode à 

soit la quantité a- ^ -^ 4<^Jt•4 — Ç^^^Jt-^-f-^^ao/^ un exemple. 

— d^x^ — i^ab^x^-^^b^x' — ^^a^x — ^a^ù^^ 

laquelle n'a aucun diviseur du premier degré > 

et dont on cherche quelque diviseur du second. ^ 

On reprendra d'abord (voyez la première 

j^ case de la Table ci -jointe) les trois quan- 

[ tités T-. 3«3^2^ ^5 ^« 4>^2^.3 ^ 3^4^ j 

^, a-^ — 4^ jf4 — 5a^ x^ — ,a^x^ — ^ ai x 
fe qu'on n'aura pas manqué de tirer de cette quan' 

!• thé , en faisant successivement x , a^ b égaijx 
Tomel. P 
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à zéro, lorsqu'on aura voulu- s'assurer qu'elle 
n'avbft point de diviseurs du premier degré. On 
mettra ensuite à côté de ces quantités leurs di- 
viseurs du second degré ; la première four- 
nissant a^^ abi b^^ 3a^f 3ab, dbb^h 
seconde x^ -4- 3 b^, x^ -4- b^ \ \di troisième 
seulement x^ -f- ax\ Dans cette méthode on 
ne sauroit rejetter les diviseurs qui n'ont qu'un 
terme, quand même on se seroit assuré que 
la quantité proposée n'a aucun diviseur à deux 
lettres , parce qu'un diviseur à trois termes et 
du second degré, peut se réduire à un seul 
terme par la supposition de l'une des lettres 
égale à zéro. 

Il s'agit présentement d'examiner tous les di- 
viseurs de la première bande ; je vois d'abord 
que le premier «^ est à rejetter, parce que ce 
quarré ne se trouve point répété dans les autres 
bandes. Je passe ensuite k a b ciàe ce que ce 
diviseur ne contient aucun terme affecté, de aa 
et de i^i^, je conclus que le diviseur, dont il 
pourroit faire partie , ne peut avoir, outre ce 
terme, que des xx, des axet des A jr ; et comme ' 
cette raison exclud la comparaison qu'on pour* ; 
roit faire Aq ab avec les divisei/rs x^ -+- 3A^, 
ar^-f- b^^ il s'ensuit que si ab doit faire partie 
d'un diviseur de la proposée, ce diviseur ne peut 
être que xx^ax^btti mais je voisv en ' 
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même-tenips que xx -+- ax -^ ia ne sauroit 
être un diviseur de la proposée, puisqu^il devien- 
droit seulement xx par la supposition de ^ =0 , 
et que x x n*est point un des diviseurs de la se- 
conde bande. Donc le diviseur a A est encore à 
rejetter, 

Quant au diviseur ùù^ je le trouve répété 
dans le diviseur .T^-h^^ Je Ja seconde bande , 
et trouvant que le même diviseur x^^b^^ a x^ 
de commun avec le diviseur de la troisième 
bande, je conclus que .r^-f-^^ ^ ax a les 
conditions requises pour tenter la division. Mais 
avant de l'entreprendre, je passe aux autres di- 
viseurs de la première bande , et je vois d'abord 
que Zaa ^et^ab §ont à rejetter par la même 
.raison que ^^ et ^ i& ; je vois ensuite que Z b b 
étant répété dans le diviseur 372-1- Zb^eix^ 
dans XX -h ^^a?, il s'ensuit que x x -+-.3^i& 
-f- ax a aussi les conditions requises pour tentçr 
la division., J'essaye alors ces. deux divisions, et 
je trouve que la seconde seule réussit. Le quo- 
tient qu'elle donne est 3?^ — bax^ -^-b^x^r-a^^ 

Au lieu de parcouri'ntous les diviseurs de la 
première bande , on auroit pu examiner le seul 
que la dernière bande cpntiept , et trouver bien 
plutôt que x^-Jfax-^b^ei x^-h-ax H- 3b^ 
étoient les seuls diviseurs à tenter. Car, re- 
marquant alors que le ^dijjjseur x^ -^ ax con- 

V 2 
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tient x^ qui est répété dans x^-^SA^ et x^-^ ^^f 
cjtque ces deux derniers contiennent l'un 3A^ et 
l'autre i^ qui sont chacun dans les diviseurs de 
la première bande ; il étoit facile d'en conclure 
que x^-¥- ax + b^ et x^ -^ax + 3i6» ont les 
conditions requises , et qu'ils sont les seuls ; 
puisque , s'il, y en avoit. d'autres , ou bien ils 
auroient donné d'autres quantités que xx-^ ax 
par la supposition de ^ = o , ou bien d'autre^ 
quantités que ar^ V 3^^ et x^ + b^ par la sup- 
position de a^=^0. 

XXXVIII. 

A«tre exemple. Qti'dn ait présentement à chercher les divi- 
seurs de la quantité fix^ -^ Sax^-^ b^'x^ 

— a^x^-^^ab^x^ -*- 6a^b^x + 2abi-^2a^i^, 
soit du premier degré, soit du second, soit à 
deux lettres, soit à trois. 

2ab4 — zqH^y^x^-^b^x^, et»ax^+3tfj4 

— a^x^ étant les quantités que donne , dans la 
proposée, la supposition de a:, /z, A, égaux à 
zéro , il faut d'abord râflgér vis à-vis de chacune 
de ces quantités tous les diviseurs qu'elles peu- 
vent avoir, tant du premier degq^ que du se- 
cond. Comme la premi^ëre de ces trois quanti- 
tés en a un assez grand nombre , on doit , dans 
la crainte d'en omettre quelqu'un i les chercher 
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tous avec le même ordre que nous avons suivi 
pour les diviseurs numériques. 

Ayant écrit (voyez la seconde case de la Table la^JJ^Jh^Je^"^^ 
ci-jointe^ cette première quantité ^^^^4 — %a^bh née art. xr 

' ^ ^ ^ pour trouver 

à part avec une barre à sa gauche , et à gauche touriesdiviseui 

j I . . . . <* ^ï* nombre , 

de cette barre Tunité , comme premier diviseur aux quantités 

littérales 

de la quantité , je pose 2 au-dessous de i , parce 
que c'est après i le diviseur le plus simple que 
puisse avoir cette quantité, et j'écris à droite de 
la même barre /Zi64 — ^3^2^ Je divise ensuite 
cette quantité par a , et j'écris a à gauche de 
la barre, en mettant en même-temps à droite 
le quotient h^^^a^b^ ; je multiplie aloi-s a par 
2 , ce qui me donne 2 a que j'écris à gauche 
de a comme un nouveau diviseur de la quan- 
tité ; puis je divise ^4— a^b^^ par b^ et j'écris 
le diviseur b à gauche , et le quotient b'^'-^a^b 
à droite. Enfin je multiplie by par 2 , par a^ par 
2 « ; et je mets à gauche de ^, les produits 2 b 
ab^ 2,a b^ comme de nouveaux diviseurs de la 
quantité. 

La quantité étant réduite à b'^^-^a^b, je la 
divise encore par b que j'écris toujours à gau- 
che , ainsi que le quptient bb^-^aa à droite ; 
\e ne multiplie point ensuite b par 2 , ni par a y 
ni par 2 /z, parce que cela donneroit des divi- 
seurs que j'ai déjà eus \ mais je le multiplie par 

P 3 
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b et par 2 b, ce qui me donne les nouveaux di- 
viseurs du second degré bbet %bb\ si jVn 
vouloîs admettre du troisième, aiosi que cela 
peut être nécessaire dans d'autres occasions , je 
multiplieroig , outre cela , b par ab tl^ab. 

Après avoir .réduit la quantité kbb — auy 
je vois qu'elle est divisible par b — /z, et que 
le quotient est b -^ a\ j'écris donc l'un à gauchfi 
et l'autre à droite, et je multiplie b — a par 
a, par a , par b^ par 2^ , et par :l by ce qui me 
donne pour nouveaux diviseurs du premier et 
du second degré y^b^^^a^ba-^ aa^ bb — ab^ 
s*ab^^2,aay2bb'-^5Lab. Si j'en avois voulu 
du troisième et du quatrième degré, j'auroîs, 
outre cela , multiplié b — a y par uby %aby ahby 
Si a bb. ha. quantité restante b 4- ^v n'ayant plus 
ensuite d'autre diviseur qu'elle-même , je l'écris 
à gauche , et je la multiplie par 2 , par a , par 
by par 2by2ayb'-^ay2b — 2 a; ce qui me 
donne les nouveaux diviseurs du premier et du 
second degré , 2 b -^ 2ay b a -»- aa^ 2ba 
-+- 2a^y h^^ ahy2b^-\- 2a b y b^ — a'^, 
%bb — 2 a a. Si j'en avois voulu admettre des 
troisième , quatrième et cinquième degrés, c'est- 
à-dire, tous les diviseursque la quantité proposée 
pouvoit avoir, j'aurois multiplié, outre cela, ^+^ 
par ab y 2ab y bb y 2bb y ab by 2a b b y b(i 
•'-^aay2ba-'^2anybb'^aby 2b b — 2aby 
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abb^^-^aaby ^ab b — ^a^b^ b^ — ab^^T. b'^ 
-^2ab^j a b^ "T^ a^ b^y 2 a b^ '-^ ^ a^b^. 

Cela fait, j'écris (voyez la troisième case 
de la Table ci-jointe) tous les diviseurs du pre- 
mier et du second degré a^^aj b^ 2b,b — /z, 
^br^Ska^b-^r ay2 b -^^iijaby^abj b^^^b^^ 
ab — aay%ba — ^aa^ bb — ab^ % bb — *Laby 
bà-k-aay ^ba-^ ^aa^bb^ba, %b b -^-^Lab^ 
b^'a^y%b^-%a^ à, côté delaquantitéâ^2i*4.fi«3^a 
qui les a donnés. J'écris ensuite à côté de la 
quantité :2a?5-|. ^2 jj3^ les diviseurs Hu premier et 
du second degré x^ a?^, 2 .t^-4- bb ^ et à côté de 
la quantité 2 o?^ -f 3/za?4 — a^x^^ ses diviseurs 
du premier et du second degré a:, a?^, ^xx 
+ 3^.0?— aa^ 

Parcourant après tous ces diviseurs pour sa- 
voir ceux qui peuvent être admis , je remarque 
bientôt qu'il n'y en a aucun du premier degré. 
Car ne trouvant que x dans la seconde et la 
treisième bande qui soit du premier degré , je 
conclus qu'il doit être le seul diviseur du pre- 
mier degré, s'il y en peut avpir ; puisque si le 
diviseur du premier degré renfermoit , ou un 
terme affecté de a, ou un affecté de b, celui qui 
auroit été affecté de a , seroit resté dans les di- 
viseurs donnés par la supposition de b =0 , et 
que celui qui aurplt été affecté de b seroit resté 
dans les diviseurs donnés par la supposition de 
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a = o. Mais cç n'est point un diviseur de la 
quantité proposée ; donc il n'y en a point du pre- 
mier degré. Je viens ensuite aux diviseurs du 
second degré, et je commence par x^ que je 
prends dans la troisième bande , je conclus que, 
s'il fait partie d'un diviseur , il ne peut lui man- 
quer qu'un terme affecté du produit aJ^^ En 
effet , s'il yen avoit eu qui fussent affectés de aa^ 
de hAy de a^f, ou de l^Xj ceux qui auroient été 
affectés de i6A ou de ^60? n'auroient pas disparti 
par la supposition de /z = o, et ceux qui au- 
roient été affectés de aay ou de ax^ ne se seroien t 
pas évanouis par la supposition de i6 = o. Maïs 
je trouve dans la première hanàeaè et2a/^ ; 
donc xof) -¥■ a by x x -^ ^ab^xx — ab , x ^od 

— %aby sont des diviseurs à tenter. 

Je passe ensuite au diviseur 2ar^+ 3ax — ^r^z, 
•et je trouve le terme ^^^ répété dans le divi- 
seur supérieur 2 0:^:4- i6 16, je trouve en même 
temps le terme — a a répété dans plusieurs di- 
viseurs qui sont au-dessus : mais de tous les di- 
viseurs où il est répété , il n'y a que b b — an 
qui ait en même te#ips le terme bb que con- 
tient le diviseur !^x^ + b b. Ainsi ce n'est 
cju'avec f^xx-^ b b et bb — aa que 2 jr^ H- 3/2-^ 

— a a peut concourir à former un diviseur qu* 
ait les conditions requises, et ce diviseur qui est 
S;c^ -i- 3 r/ 07 — ^^7+ /^^, est par conséquent à 
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^ tenter. "Je vois qu'il n'y en a plus d'autres à 
r chercher, parce que s'il pouvoit y en avoir un" 
f qui n'eût pas été découvert dans l'examen qu'on 
t vient de faire des diviseurs dé la troisième 
bande, -il faudroit que ce fût un seul terme 
affecté de a% : or , on voit tout de suite que la 
'quantité n'a point de diviseur de cette nature. 
Je tente alors la division par ^xx-^^ 3ax 
— ' aa-k'bb^ elle réussit, et me donne pour 
quotient x'^^2,abb qui m'apprend qu'aucune 
des quantités x x -¥ ab ^ xx — ab^ xx 
^^ab^xx — nab^ wt peut diviser la pro- 
posée. 

XXXIX. 

Si la quantité propQsée étoit d'un degré plus 
élevé que le cinquiimie , et qu'après s'être assuré 
qu'elle n'a aucun diviseur, ni du premier, ni 
du second degré , on voulût chercher ceux dli 
troisième, quatrième , etc. degré qu'elle pourroit 
avoir, on suivroit pour cela une méthode ana- 
logue à celles qu'on vient d'expliquer, et qu'il est 
est assez facile d'imaginer. 
Si la quantité dont on cherche les diviseurs 
F renfermoit plus de trois lettres, là méthode qu'il 
^ faudroit suivre pour les trouver , seroit, à très- 
peu de chose près , la même que lorsqu'il n'y en 
a que trois ; ainsi nous laisserons les Commen- 
çans s'y exercer. 
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X L. 

* m 

Ce qu'il faut Lorsqu'on aura une quantité dont tous les 

iâîre pour trou- * i » ^ « j» 

Tcrdes diviseurs termes ne sout pas homogènes, cest-a-dire, 

desquantit<^squj n » a i r 9 * ' 91 

ne sont pas ho- ^-^'cvés au même degré, on naura quà com- 
mog nés. mencer par mettre tous ses termes au même 

degré à l'aide d'une nouvelle lettre, et cher^ 
cher les diviseurs de cette nouvelle quantité 
par les règles précédentes. Ces diviseurs trou- 
vés , on en chassera la nouvelle lettre intro- ' 
duite en la supposant égale à l'unité , et Ton 
aura par ce moyen les diviseurs cherchés. Que 
j'aie par exemple, la quantité x^4*^^^ — Ifx^ 
+ ar^ + i&^ — ^; je multiplie le terme h xi 
par a , afin de le rendre du sixième degré. Par 
la même raison, je multiplie x^^-par ^4, ifx 
^ par «4, et éf par a^ ; ce qui me donne la quan- 

tité x^'^Ax^ — aâx4^ a4x x 4. aib x — ^"^b^ 
laquelle , au moyen des méthodes précédentes , 
se trouve être le produit de x a: — aù-^ bx 
par x^^ai. Je suppose a := \ dans ces deux 
produisâns , ce qui me donne j:^: — bj^bx 
et ^4 4- 1 pour les deux produisâns de la quan- 
tité proposée ^^+ A a?5 — bx^-^-xz^if^ — b. 

X L I. 

• Il y a des cas où les diviseurs se trouvent 
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plus facilement qu'en suivant les méthodes 
précédentes , lorsqu'on a un peu d'habitude dans 
le calcul. Voici un de ces cas sur lequel il est 
bon de. prévenir les Commencans. 
Lorsque quelqu'une des lettres de la quantité viseur ^e trouve 

f ^ , • j / •! plus facilement 

proposée ne montera qu'au premier degré, il * par lesmé- 
est aisé de voir qu'il ne peut y avoir qu'un des dénies. ^'*^^^' 
diviseurs de cette quantité qui contienne cette 
lettre. Donc il y aura au moins un diviseur qui 
ne la contiendra pas , et alors , suivant la mé- 
thode de l'article XXIX , pour trouver ce divi- 
seur, il faudra chercher le plus grand commun 
diviseur des termes où cette lettre se trouve, et" . 
des autres termes dans lesquels cette lettre ne 
se trouve pas. 
Soit , par exemple, la quantité ^4 — 3ax^ 

— S a^ x^ + iS a^ X -^ c x^ — a^c X X 

— ^H^ ex -h 6a^ c — 8a4 ; je cherche le 
plus grand comrhun diviseur des deux parties 
co?^— acx X — ^ aac X -^ 6 a^c et x^ 
^3ax^ — 8/2^x24-18^3^-, 8^4 de cette 
quantité , l'urife contenant la lettre c, l'autre n'en 
contenant point , je trouve pour ce plus grand 
diviseur commun a:^ + 2.ax --^2 a a; c'est 
en effet le diviseur cherché de la quantité pro- 
posée. ^ 
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QUATRIÈME PARTIE. 

Résolution des équations des degrés queU 
conques , lorsqu'elles n'ont que deudè' ter- 
mes ^ ou lorsqu'en ayant trois ^ elles 
peuvent se réduire à celles qui n*en ont 
que deux ^ par la méthode des équa^ 
tions^du second degré j avec différentes 
opérations relatives aux équations j con> 
me réléçaêion des puissances j V extrac- 
tion des racines ^ la réduction des quar> 
tités radicales^ etc. 



JlL PRÈS avoir vu comment on tirolt d^une 
équation qui passoit le second degré, celles d» 
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rhîer et du second degrés qu^elle pouvoît 
[renfermer^ il faut voir ce qu'on a.feit pour 
[Tboiidre les équations qui échappent à cette 
[méthode. 

I. 

Pour alterdu plus simple au plus composé, aJ^J^i^',*",^e^^^ 
nous commencerons par les équations qui n&|[^,^ ***"* **^*^' 
contiennent que deux termes : supposons d'a- 
Jbord qu'elles ne montent qu'au troisième degré , 
comme ax^ '=.b. 

Pour résoudre ces équations , il est bien aisé 
d'imaginer de délivrer d'abord x^ de son coeffi- 
cient , et de prendre la racine cube des deux 
membres. Le caractère qu'on emploie pour ex- sur û "racière 
primer la racine cube, est le même que celui ^^J^"^ ^^^^ 
dont on se sert dans la racine quarrée ; mais ^^^ 
l'on met 3 au-^dessus pour le distinguer. 

Ainsi , pour exprimer la valeur de x qu'on tire 

de l'équation /x x^ =^, ou ar3=z= , on écrit 

a:=^ - — . Si , par exemple , h = looo , et 

4t==a, onaa?=|/5oo. 
II. 

nj n \_ 9 f • • Lei radicaux 

est a observer qu on n a pas ici , comme cnbes ne peu« 

dans les racines quan'ues, la liberté de mettre J^ne^ilafbî"" 
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H- OU — devant le signe radical ; mais qu'au 
contraire^ la racine cube d'une quantité est tou- 
jours dç même signe que la quantité elle-même , 
à cause que le cube d'une quantité positive est 
positif, et que celui d'une quantité négative 
est négatif. 

III. 

Cette résolution fournit assez naturellement 
une réflexion qui paroît contredire celles qu'on 
a faites précédemment sur les nombres des ra- 
cines deèéquations. Car , un cube n'ayant qu'une 
racine , et cette racine n'ayant qu'un signe , il 
ne paroît pas qu'une équation tefle queax^=^è 
donne plus d'une valeur de,.r ; cependant, sui- 
vant ce qu'on a vu ci-dessus , on devroit s'at- 
tendre à trouver trois racines dans une équa- 
tion du troisième degré , de même que deux 
dans une du second. 

Que conclure de cette réflexion ? Âbandonne- 
ra-t-on ce principe si satisfaisant par sa gêné-* 
rai i té , et qui suit naturellement de la forma- 
tion des équations , exposée dans la troisième 
partie , article II ? Voici le dénouement de cette 
difficulté , tiré de la formation même. 

Qu'on mette l'équation a 30^ = ^ sous cette 

forme ^^ = o , qu'on mette aussi sa ra- 
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cme ar = '^ sous la forme x — ►^ — =o, 

a a 

^u on divise alors x^ -^ — par x — ^ — , on 

• a/ a 

trouvera une équation du second degré qui con- 
tiendra les deux autres racines. 

Pour en faire le calcul plus aisément, soit fait 

— ~ =c3 , on aura donc , au lieu des équations 
a ^ 

yrécédentes,x^ — c^ =o, et a? — c=o;divi- 
osant la première par la seconde., il vient au 
quotient xx '+-cX'^cc =o, dont les deux 
vacines sont exprimées par x = — ¥ ^ i 
|/ — l ce y et deviendront la seconde et la troi- 
sième valeurs cherchées de x dans l'équation 

s^^ = , aussitôt qu'ion aura remis à la place 



de c sa valeur y^ . 



IV. 

La substitution faite , les deux valeurs de .r 
5ie trouveront exprimées par a — { j^ + 



i^ — 1 |V . Car oh voit que le quarré dé 
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1/^ , c'est-à-dire, le produit de i^ 

par 1^ doit être y/ ; et qu'en général 

^ ^ a ^ a a 

Comment on la multiplication des racines cubes , comme 

muliiphe lesra- ,, , . , r- i • i- 

dicamc cubes, celle des racines quarrees , se tait en multipliant 
d'abord les quantités qui sont sous le signe ra- 
dical , et en mettant ensuite ce signe devant 
le produit. 

V. .. 

Les trois racines de l'équation proposée 
<ïSdu',rot«x3=*,sontdoncx='/A, ^^ = - 

sième degré à ^ 

deux termes. 






^V^w. 



bb 



4 j/^ — ; la première réelle , et les 

deux autres imaginaires , mais cependant tou- 
jours telles, qu'on peut dire qu'elles résolvent 
l'équation proposée. 

VI. 

Deséquations Supposons maintenant qu'on ait une équa- 
dHin'dL^^Tquel- *^^" ^ ^^"^ termcs d'un degré quelconque, on 
•onque. j^^^ résoudra de la même manière , en employant 

un radical dont l'exposant soit celui que l'in- 
connue 



connue a dans cette équation. Soit , par exem- 
ple, Péquation ax'^:=zù ,o\x a?"* = — , on en 
- a 

m, b 

tirera a? = ■/ * 

^ a 

Si m est un nombre impair , cette quantité 

b 
ne pourra être que négative , lorsque sera 

négatif, et elle ne pourra être que positive, 

lorsque sera positif. Si m est un nombre 

pair , la rjicine aura , comme dans le second 
degré , le signe + , et elle ne sera rédle que lors- 

.jue -*. «a positif. D»« le ca, où -1 sera 
négatif ( 77Ï toujours pair ) , les deux racines ex- 
primées par + y^ seront alors toutes les 

deux imaginaires. Ainsi toutes les équations 

If Ces équations 

exprimées généralement par x^ =: ne »esauroient ja- 

* ^ • * ^ £1 mais avoir plu» 

' * ^ ' de deux racLac» 

pourront , au plus , avoir que deux racines réel- réelles. 
les , les autres racines étant nécessairement ima* 
ginaires. 

Qu'on ait , par exemple , ^4=i256 , les deux 
racines réelles sont-f- 4 et — 4 , les deux imagi- 
naires sont 4-j/— 16 et— [/^ — 16. Dans Té- 

Tome L Q 
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quation x^= ^48 , la seule racine réelle est-4-3 , 
et les autres , celles qu'on doit trouver en ré- 
solvant l'équation ap4-+. 3 iZf^H-ç aj^-f-ayo? 
-4- 81 = o qui vient par la division de l'équa- 
tion x^ — 248 = o par l'équation œ — 3=0. 
Sans résoudre cette écjfuation, on doit être as- 
suré que ses racines sont toutes imaginaires» 
puisque, s'il y en avoit quelqu'une de réelle, 
elle résoudroit aussi x^:=2^3 , et par conséquent 
il y auroit d'autre nombre réel qwe 3 qui , 
élevé à la cinquième puissance , donneroit243. 

VIL 

Il ne manque présentement à cç^ que nous 
venons de dire sur les équations à deux termes, 
que d'abréger ou de simplifier les expressions ra- 
dicales qu'elles donnent , lorsqu'il y aura une 
partie de la quantité dont on pourra prendre 
exactement la racine , ou même d'éviter entiè- 
rement le signe radical , lorsque la quantité en- 
tière sera tme "puissance complefte. 
T\^flexionssar Pour reconnoître ces cas , il faut comnienccr 

rélcvatiou des ,n • i,« ' j i> 

jpuifisuncci. par faire quelques retlexions sur 1 inverse de 10- 
pération qu'on se propose alors, c'est-à-dire, 
sur celle par laquelle des quantités proposéess'é- 
ièveiit à des puissances quelconques. 

l^u'on ait , par exemple , une quantité telle 
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que àbcdk élever à la puissance m , on voit bien 
qu'il viendra par cette oçèv2^\on a"^b'^c'^d^^. 

Qu'il, s'agisse d'élever à une puissance quel- 

. , abc , ,. 

conque , une quantité comme -— — qui a un di* 

de 

viseur, il est clair qu'il faudra élever ce di- 
viseur, ainsi que le numérateur à cette puis* 
sance quelconque, et que s'il y avoit des coèffi- 
ciens , il faudroit qu'ils fussent aussi élevés à la 
même puissance. De plus , si les facteurs ou pro- 
duisans de la quantité donnée se trouvaient déjà 
élevés à quelques puissances , ils deviendroient 
alors élevés à une nouvelle puissance , dont Vex\ 
posant seroit le produit de l'exposant qu'ils 
avoient d'abord ,par celui de la puissance à la- 

2, a^ b^ 
quelle on les voudroit élever. Ainsi — ,r—^ — 

n X1.1 • Q ^ ^^^^^ ^'"^'* 
élevé a la puissance o , donnera ^ ; ■■ 

/Z"'9 b^9 
élevé à la puissance q , deviendra ^^ . Tout 

cela est fort simple , et suit entièrement de ce 
principe , qu'une quantité élevée à une puissance 
quelconque , n'est autre chose que ce qui ré 
culte de la multiplication de cette quantité par 
elle-même autant de fois moins une , que l'ex- 
posant de la puissance contient d'unités. 

Q â 
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V I I I. 

Application On voît bien présentement que Tinverse de 
^c^aemên cette opération , c'est-à-dire, TextractioD &t 
:Um?"^" ^^ racines ne demandera autre chose que de diviw 
les exposans des parties ou facteurs de cette(]o» 
tité par l'exposant de la racine ; soit que ccsp» 
tiesou facteurs soient dans le numératetir,9Qi( 
qu'ils soient aussi dans le dénominateur. QS 
soit question, par exemple , de prendre lan* 

cinecube de ., on divisera par 3 lésa-' 

6-9 ^^ ■ 

posans 3 , 6 , 9 , et on prendra leurs quotietf 

1,2,3, pour les nouveaux exposans des mêmes 

letti*es. Par ce moyen • — - — sera la racine cube 

cherchée. 

Si la quantité avoit eu un coefficient , on en 

. . , . ; 8 «3 ^6 

auroit pris la racine cube ; , par exeni- 

C9 

pie , auroit donne - — ^ pour sa racine cube- 

De la même manière , si on cherche la racine 

quarree-quarrée , ou quatrième de -^—p -i | r 



on trouvera 



2 a h^ 



dc^ 
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IX. 

Lorsqu'il n'y aura qu'une partie de la quan- De l'extrac- 
tîte qui se pourra extraire, on l'extraira, et on îo^rqueLTpull! 
laissera le reste sous le signe radical , affect^ de compLue^ '"*" 
l'exposant qui lui convient. Soit proposé , par 
exemple, de prendre la racine cinquième de 

— qui est compose du produit de 

^ , • par dont la première est exacte- 

2 a^ ù 
ment la cinquième puissance de — i^ — r- , et 

o c 

dont la seconde n'a pas de cinquième racine ; il 

faudra écrire alors — 1/ pour la ra- 

3o ^ 2c^ ^ 

cine cherchée. 

2a^ b'+'iôa^ç 



De même la rpcine cube de- 



5\d 



h^2c _ 

sera -jn ç/ , parce que la quantité 

est le produit de 



5^d ^ ^7 

par , que la première de ces deux 

quantités est un cube parfait^ celi|i àe j a , et 
que la seconde n'a point de Racine cube^ De 

Q3 
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IX 3^ a9 -+-1^8 a^ b^ — i6o a^ bk 

même ►^ -^-y^ 

6 b^ 

^a l/^ ai^^ab^ — 5^4 

Lorsque la quantité , dont il faudra extraire 
la racine, sjera composée, ainsi que les précé- 
dentes , de plusieurs termes , et qu'après avoir 
séparé de tous ses-termes les quantités communes 
qui sont des puissances complettes , on soupçon- 
nera que le reste pourroit être la puissance com- 
plette de quelque quantité commensurable com- 
posée de plusieurs termes , l'opération qu'il fau- 
dra faire pour s'en assurer, sera plus difficile. 
Afin de trouver la méthode qu'il faut suivre dans 
cette opération , nous commencerons par faire 
quelques réflexions sur le problème inverse, 
c'est-à-dire , sur l'élévation des quantités com- 
plexes à des exposans donnés , et nous en tire*- 
rons ensuite les principes qu'il faut suivre pour 
extraire les racines de ces sortes de quantités. 

Cherchons d'abord comment la méthode d'é- 
lever au cube peut donner celle d'extraire la ra- 
cine cube ;on verra ensuite que les autres puis- 
sances n'augmentent la difficulté que par la lon- 
gueur des calculs. 
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XL i 

« 

Soit prise la quantité complexe la plus sim- 
ple z^ 4- -5 , et soit élevée cette quantité au cube. 
L'on aura premièrement , pour ' son quarré , 
uu'^zuz'^zz f qui , multiplié par la simple 
puissance , donne pour le cube demandé , u^ 
'+-3uuz ^Suzz^ z^. On voit donc qu^^ne . Eh quoi co 

. , » 1 1 • sistelecubed* 

quantité quelconque composée de deux parties , binôme. 
lorsqu'on l'élève au cube, donne i ^. le cube de la 
première partie ; 2^, le triple du quarré de cette , 
première partie multiplié par la seconde partie ; 
3^. le triple de la première partie multiplié par 
le quarré de la seconde ; 4^. le cube de la se- 
conde. 

X I I. 

Qu'on ait donc une quantité dont on veuille fa^twre ^o 
extraire la racine cube, on commencera par y Pf^^^J^^j^j^jJ' 
chercher un terme qui soit un cube , et ce cube quantités , cou 

* piexes* . 

représentant u^ , Ton écrira à côté sa radnequi 
représentera u. On triplera ensuite le quarré de 
cette racine , et on le fera servir de diviseur à 
ce qui reste de la quantité donnée , lotsqu'elle 
aur^ été diminuée du cube de la racine pre- 
mi^fement posée. Le quotient de cette division 
sera la seconde partie de la ratine , et représen- 
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tera z ; Payant écrit à côté du pretnîer terme , 
on multipliera ensyite ce dernier terme par la 
quantité qui représente 3u u-^Suz -f-«2, 
» c'est-à-dire, par le triple du quarré de 1^ pre- 

mière partie , plus le triple du produit de la 
. première quantité par la seconde, plus le quarré 
de la seconde. La multiplication faite , on re- 
tranchera le produit qu'elle donnera de la quan- 
tité proposée , dont le premier cube , qui re- 
présente u^ , a déjà été ôté. S'il ne reste rien, 
on sera sûr que la quantité étoit exactement 
le cube du binôme répondant ku^z. S'il reste 
encore plusieurs termes , et qu'on veuille sa- 
voir si elle ne seroit point le cube d'un tri- 
nome, pour trouver le troisième terme , on fera 
des deux termes déjà écrits,le même usage qu on 
a fait du premier terme , lorsqu'on a cherché le 
second. 

X I IL 

' Premier exem- Quelques exempleis éclaîrcîrotlt cette mé- 
^^' thode. Soit la quantité 8 jr^ -+- 60 jy4 b^ 

-f- i5o^4jy2 -f. 1^5 A^ ; ]c commence par 
prendre la racine cube du premier terme Sj^i 
et j'écris cette racine ( voyez la table ci-jointe, 
case I ) Stj-^ à côté de la quantité proposée; je 
récris ensuite le cube de 2 j'^ sous la quantité 
proposée , ep observant d'en changer le signe, 
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c'est-à-dire , en lui donnant le signe — . La sous*- 
traction^ ou réduction faite , j^écris le reste 
6oj^4^a«|« i5o Jbijr^ -4- 125 A^, et je mets 
au-dessous de 2 y^ le triple de sonquarré , c'est- 
à-dire , I2J-4. Je divise alors le premierterme 
6ojy4 b^ , parce triple iaj'4 , et j'éci-is le quo- 
tient 5 b^ , qui vient de cette division, à côté 
deaj^^. J'ajoute ensuite à \2j^ le produit 
3o ifraya (J^ triple de a y^ par la quantité 5 b^^ 
que je viens d'écrire , et j'ajoute à ces deux pre- 
miers termes ^5 bk , quarré de 5 A^. 

Gela fait, je multiplie 5 iô^ par ces trois ter- 
mes , et j'écris leurs produits avec des signes 
différens , sous la quantité 60^4 b^ -^ i5o 
b^j"^ -h iû5 b^ \ voyant qu'après la réduction 
il ne reiste rien, je conclus que la quantité pro- 
posée étoit un cube parfait , et que sa racine 
étoit ajK^H-5i^^, 

XIV- • 

. Que j'aie à présent la quantité x^ -^ 6 b x"^ 
+ 21 b^ x^ -f-44^3 .^3 ^63 ^4^272 -f-54^5j- 

H- 27 b^ qu'on voit bien au premier coup d'œil Second exenn 
devoir donner plus de deux termes pour sa ra- ^ ^* 
cine cube. Opérant d'abord comme dans l'exem- 
ple précédent , je trouve avec facilité ( voyez 
la table ci-jointe , case 2 ). les deux premiers 
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termes x^'i- 2 A cù. Mais comme au lieu de ne 
rien rester, ainsi qu'il- est arrivé dans cet 
exemple , il vient pourjrcste 9 ù^xi -+- 36 A^ cp^ 
-f- 63 A4 a?^ -+- S4 i65 aj ^ 2y A^, Je divise le 
premier terme 9 6^ a:f de ce qui reste par 
3.t4 triple du quarré de o?^, parce que ce terme 
8074 est le premier de ceux que l'on a en triplant 
le quarré de là quantité a? a? + 2 Z^ a? ,iaquelle 
représente actuellement la première- partie 
( nommée 11 , art. XL ) de la racine cube 
cherchée. Ayant fait cette division de çA^xi 
par 3:c4, j'écris le quotient 36^ k côté de 
a: X -^ 2Ax. Je forme ensuite la quantité 3 xi 
-f-12 ix^ -h 21 6^ x^ -{- iS 6^ X ^ çA^9 
en ajoutant le triple du produit de xar -f- zAx 
par 3/j^j et le quarré de 3^2. Cela fait, je mul- 
tiplie cette quantité par 3if^, et j'écris tous les 
termes du produit, en changeant leurs signes, 
sous là quantité gA^x^-h 36 A^x^-i^ 63 64x^* 
-f- 54^^37+ hê^ b^j et comme il ne reste rien 
après la réduction, je conclus que x^-+-2i6;r-f-3i6^ 
est exactement la racine cube de la quantité 
proposée. 

X V. 

Nous avons vu (II«^»ne partie, art. XXIV, 
XXV et XXVI) comme on faisoit sur les quan- 
tités radicales du second degré, les opérations 
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d'addition , soustraction , multiplication et divi- 
sion. Ces opérations étant également nécessaires 
pour les quantités radicales des degrés plus éle- 
vés , nous allons examiner ce que demandent ces 
nouveaux radicaux. 

Quant à l'addition et à la soustraction , elles soustrac^'ioasde* 
ne demandent rien de plus que ce qu'on a dit 2"^es^dV tonte 
pour les mêmes oprérations , en parlant des radi- ^i'^^^* 
eaux du second degré. Il suffit toujours de ré- 
duire chaque radical à sa plus simple expression, 
et de les ajouter ou de les retrancher comme les 
quantités commensurables. 

Qu'on ait, par exemple, y A4 ^ 2 a A^ 
k ôter de {/Sa^ h -f- 16a 4^ on change la 
première quantité en 6 \/ b -^ :a/z, et la 
seconde en 2 a \/ b -^^ 2ai or, la sous- 
traction est alors toute simple, et donne 2a — b 
Y b^2a. 

De même , si on ajoute Zay i6b^ ^Z2b4ai 

avec 4A K ^4^4-f-aâ5^, on aura 

joaby bi '\'2a^. 

X V L 

Multiplîcaiion 

À regard de la multiplication et de la divi- «^ division des 

.' ., . ,. quantités radi - 

sion , SI les quantités radicales sont de même ex- cales qui ont Uê 

, 1 A fil 1 mêmes expo- 

posant 9 c est encore la même méthode que dans sans. 
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les radicaux du second degré ; il suffit de faire 
l'opération sur les quantités précédées du signe 
radical , et de mettre le même signe devant le 
produit, ou devant le quotient, suivant qu'il 
sera question d'une itiultiplication ou d'une di- 
vision. 

Exemples. Q^^^ ^j^gj ^^^^ ^ 5 ^^^ X y/ 7 ajr z ^ 

J/ 35 aajy^Zj owy ^ Zba^z, 1 



*4 



a^ — A» 



Que }^a^b^^b^ divisé par 1^ ^-7- 

8 a^ ^3 ^ 8 ^5 
donne pour quotient \/ 7 



, 3 , /z^ -+- b^ 
y a^ — b^ 



XVII. 

Pour faire ces 

frïunm"?érrL Mais si l'on veut faire ces mêmes opération» 
renfcxJo.lT; «"•" '^^ quantités radicales de différens signes, et 
"i^néurîfxp'o- ^"'°" "^ veuille pas se contenter de la simple 
«»"'• marque de multiplication, il faut changer c«. 
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lantités radicales en d'autres d'un radical plus 
mposé qui soit le même pour « chacune des 
ux quantités à mdltiplier ou à diviser. 
Qu'on ait^ par exemple , p^ aèet ^ aAôk ^^^^^^^ ^^^ 
duire à un même signe , j'élève aA k\a. puis- 
race 5, et j'écris J/^, au lieu de i^, et j'ai la 
lantité l^a^b^ qui est la même chose que v/^Zi6. 
?lève de même a6^ à la troisième puissance, et 
mets v^ au lieu dey^ ; ce qui change la quantité 
'/zAaenj^/z^^^.Ainsi, s'il avoitfallu multiplier 
' a b par ^ ab b, il seroit venu pour produit 
^ a^b^ ï ; et si j'avois eu à diviser la première 
ir la seconde , j'aurois trouvé pour quotient. ... 

De même le produit del^^^2^4 par {/aib^ au- 
it été p a^^h^^—a^b^ ^a4b^. 

En général , pour réduire deux quantités radi- 

i\es 1/^ a!' b^ etiy a^b^ k un même signe, on 

langera la première en y a^ b^ ,etIaseconde 

ip'a b . S'il est question alors de les muHi- 

ler, leur produit sera i/ « b ; etsi 

1 vouloit diviser la première par la seconde, 

' mn vn-^rm /an — s m 

quotient seroit ^^ a b 

Lorsque 1^ deux quantités radicales auront 
our exposans des nombres qui auront uii com- • 
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mun diviseur ; on voit qu*il ne «era pas riétw- 
saire de changer chaque radical en un autre ^ 
dont Pexposant soit le produit des deux pre- 
miers exposans. Que Pon ait, par exemple, y/ab 
çtà/ab^y on changera le premier en y a^b^. 
Qu^on ait de même ^ a^ù et j^ a^b^ on chan- 
gera la première en l/'^S ^^, et la seconde en 



^û'û^a. 



X V I I i. 



Autre manière On peuttrouver Une autre méthode pour faire 

tic faire les opë- - . , , i i ♦ 

rations prccc- ics Opérations précédentes, en employant une 
réflexion sur la nature des quantités radicales , 
qui suit assez naturellement de ce qu'on a dit, 
art. VIII , pour extraire toutes sortes de racines. 
C'est que les quantités radicales peuvent être re- 
gardées comme des puissances dont les expo- 
sans sont fractionnaires. 

Pour faire voir non-seulement comment on est 
arrivé à cette réflexion, mais encore la manière 
dont on en a fait usage, cherchons, par le moyen 
de ce que nous avons vu précédemment , à trouver 

ce que peuvent être les quantités y^al'b^Qt l/'^ V 
^ employées dans l'exemple précédent. 

Suivant ce qu'on a dit , art. VIII , si on avoit 

les nombres qu'expriment les expo^ns/? et y, on 

• les diviseroit par le nombre que m désigne, «t 
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prenant leur quotient pour servir d'exposans à a 
et à by on auroit la première quantité exprimée 

par ^ûfi^. Mais sans savoir les valeurs particu- 
lières de /^, q^ m^ \\ est évident qu'on peut, en 
cette occasion, comme en toutes les autres, 

P ^ 

écrire ^généralement -^-- et pour les quo- 

m m 

tiens de la division de /? et de ^ par ot, c'est-rà- 
dire pour les ezposans de ^ et de b dans la ra« 

ciœmdea^b^.Donca'^ b"* est cette racine. 

r s 

De même i^ a b^ sév^ a '^ b"^. Pour multi- 

r s 

plier présentement les deux quantités a '^ b "^ 

JL ± 
tXa^ b "*, dans lesquelles sont changées les 
quantités qu'on avoit à multiplier, article 
XVni, il faut, comme flans toutes le^ multi- 
plications de quantités incomplexes f ajouter 
les exposans des mêmes lettres, c'est-à-dire, 

P q r s . , 

' — et avec et ,- ce qui donnera 

m m n n 

m n j tn n 
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pn-4-rm qn -^ s m 

iii, il mn 

OU a a , 

en mettant les fractions -^ et — r- au même 

Q S 

dénominateur, aussi bien que et • 

p rt -i- rnt g n A " s m 

m "n m n 

Ainsi a b , c'est-à- 

dire, le produit de a élevé à la puissance 
pn ^ rm 



m n 
qn '^sm 



• par b élevé à la puissance 

est le produit des quantités pro* 



JTin 
posées. 

Il est aisé de voir présentement Tidentité 

pn •J^ rm q n -4- sm 

, m n mn 

de cette expression a b , 

I 

^ j 1% . mn p n + r m f q n ^ sn% 

et de li^xpression i/^ b 

qu'on avoit trouvée dans l'article XVII. Car; I 
par la même raison qu'on vient de voir que 

p 
^ af et a^ , ne désignoîent que la même 

P n 4" ^ ^« 

quantité , on doit voir que a 
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et j/a sont la même chose , âmsi 

q n '^ < m 

que j/lr ^ et 6 ^ 

Si on avoit Voulu, au contraire, diviser 
la première quantité i/ aJ'A^ par la seconde 



K' 


-'b\ 


on 


auroit 


retranché 


l'exposant 


r 


de 


P 
m 


etr 


exposant 


de 




Von 








p_ ^ 


r 


a 


s 




auroit eu a 


m 


" b 


m 


n 

9 


ou 


p 


n — j 


r m 


q n — s m 










a 


mn 


b 


mn 


pour 


le quotient* 





Afin qu'on se familiarise avec cette transfor* 
mation de quantités radicales en puissances frac* 
tionnaires, il sera bon d*en faire encore quel- 
qujfeplicàtioh. Soit proposé ^ par exemple, de di- 

Vwn^a'^b '^c par ^a^'^b^c. On changera d*a- 

m 5 n r 

bord la première quantité ena^^&^^c 

n p Jl t 

I I tm ■ ■ II* 

et la seconde en<* '' b ^ c ^ » 

ensuite oa retraiichei'a les fexposans * 

P. 
Tomel. • R 
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, - — , qu'ont les lettres Ujb^ c dans la 

P P 

j , m 6n I 

seconde, des eji^posans , , , 

^p 2.pl p 

<]u'o!&t les mêmes lettres dans la première, et 

Zm n 

les restes , , o, seront les ex- 

^p % p 

posans à donner aux mêmes lettres dans le qup- 

3m n 

tient, c'est-à-dire, que a ^^ b ^^ e 
est ce quotient. 

Lorsqu'on trouve une pareille quantité, il est 
naturel qu'on soit un peu embarrassé à savoir 
ce qu'elle signifie; car, n'ayant point encore 
rencontré d'exposant qui soit ou zéro , ou né- 
gatif,, on ne sait ce que deviennent les quanti- 
tés dont elles sont les exposans. 

Pour le découvrir , soit reprise la question 
daxis l'endroit où commence à paroitre la 
difficulté , c'est - à - dire , lorsqu'on retran- 



che 


les 


exposans 


2 m 


de 

m 


m 

2p 


- et 

• m 


I 

r 

■ 1 


de 


i 


afin de diviser a 


^P 


par « 


r 


*"! 




p 








- ^ 




1 



Q U A T R. P A R f I E. iS9 

c ^ par c ^ ; c^est donc à la place de. 






qu^on met c ; et à la placé de 



c r 



m 
3 m 

^ p 

éi 4 2 p 



qu^on met a ^ \ mais au 



* " 



m 

lieu de :r-— , on peut mettre - — ; — —% 

V 



à cause que a ^ est le produit A^ a ^^ 

I » 

par iï^'' ; et au lieu de .. , on peut 



c 



p 
mettre î. Donc les deux quantités à exa- 

miner a ^^ et c expriment , Tune 
- \ ' ^ f et l'autre i. Et partant le quo- 



fL6o ^ Elémens d*âlg£bre. 
tient cherché de i9 a'^ i '^ c^ divisé pair 

• * ^ '■ ■ ' • n ' 

^ a if c est 3^ X o '^ X i , ou 

a/» 

X I X. 

La nouveauté des expressions qu'on vient 
d'employer dans l'article précédent, et. la 
généralité qu'elles apportent dans l'aiiâlyseï 
itîéritent qu'on en fasse une courte récapitula- 
tion^ en les réduisant en principes généraux, 
q^une^'^puil-"^ ^^' ^ ^^^ quantité quelconque ^ dont 
fca?r ^'**^^'^'^" V exposant sera une fraction ^ Von pourra^ 
toujours substituer la racine d^une quan- 
tité dont Vexposant sera un entier } 
pouri^û que le dénominateur de cette fraC' 
tion serçe d'exposant au signe radical y et 
que son numérateur soit Vexposant de la 
quantité qui est sous le signe y c'est-à-dire, 
en termes algébriques , qu'en général 



n 
ni 



i/a = a 
Ce que c'est ^o. Lorsqu'une quantité a un eappos^nt 

qu'une puis- , ./. , 7 / 

t^nQt négative, négatif ^ On la peut changer en uncjrM^^ 
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lion y dont le numérateur est V Unité y et 
dont le dénominateur est la même quantité 
avec un exposant égal au proposé , mais 
avec le signe -4-, c'est-à-dirÇ;, qu'en gé- 
néral 



t 

m 



a = a 

3^. Toute jquantité ^ dont Texposant est 
zéro y se réduit à P unité j c'est-à-dire, que 



o 

a = I. 



La démonstratidn de ces trois- propositions ^^ que c'tst 

* * que la puia» 

prises dans leur plus grande généralité , ne cfe- «a^ce o. 
mande point d'autres arguînéns que ceux qu'on 
a employés dans l'article précédent. Cepen- 
dant, pour se ressouvenir plus aisément de ces- 
propositions , et pour s'en servir avec plus de 
confiance, il est à propos de les considérer à 
part ; ce qui se fera facilement de la manière 
suivante. 

n 

lO. On démontrera que a est la racine 

n 

m dt a^j si on fait voir qu'en élevant a 

à la puissance m , il vient a'^.Or, pour élever 



n 



a '" k\si puissance /tz , »1 est évident qu'il faut 

R 3 



multiplier son exposant par m ; ce qui donnera 



n 
m 

a , ou /z ^ ., 



m 1 



' SP. a '^sera nécessairement égal à ^ 

il''* 

si , en multipliant ces deux quantités par une 
même puissance de « , il vient le même pro- 
duit. Qr, qu'on les multiplie Pune et Tautre par 
une puissance de a plus élevée que m, telle que 

a , par exemple , on aura a X ^ % 

ou iz , OU ^ pour le produit de ^ 

— 771 j A «^"^Xl. W 

par a ; et de même — = , ou a 



pput- le produit et 4 * par , Donc a 



— m 



et -— *- sont égaux.* 



a"" ^ 

Z^. Par la même raison a^ et i sont égaux, 
puisqu'en multipliant a^ par a , il vient a^-^^ 
5= ^i s= «, aussi Jjipn qu'en multipliant i partf. 

Comme ces trois seules propositions suflSsent 
pOMr toutes les réductions et les transforma- 
tions de même espèce que les précédentes , et 
pour une infinité d'auttes opérations , les Com- 
mençans ne sauroient trop s'exercer à en faire 
des ap'plicatiorts. Afin de. leur en faciliter les 



THE NSW TORE 
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1 aBBM f «UaiMkTlaKI 



Page i6Q, Tome I. 



8 y6»j^ 6oy^i^ 
8j6 






— x^ 



l^a^-i-pM 






9Aaa:4+3<l 
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mo3rens, j^ai joint plusieurs exemples dans la 
troisième case de la Table ci-joinfe. 

Après avoir résolu toutes les difficultés qu'on 
pouvoit rencontrer dans les équations à deux 
termes , il est naturel qu'on ait cherché ai^ssi k 
résoudre généralement toutes celtes qui n'ont 
que trois termes; mais on est bien loin encore 
d'avoir trou vé une méthode générale pour toutes 
les équations de cette nature ; on s'est contenté 
de les résoudre dans quelques cas pai:ticulieirs. 
Par exemple, on a trouvé une classe d'équa* 
tions assez étendue, qui pouvoit se réduire fa- 
cilement aux deux cas que nous avons déjà vus , . 
celui des équations du second degré , et celui 
des équations k deux termes d'un degré quel- 
conque. , 

Ces équations sont toutes celles qu'on peut Deséquatioj 

r » «f 1 ^,« . -, - / ^ ^'■oîs termes 

mettre sous cette forme générale x^'"-+-/'/j:'"=^i^. qui se résoivei 
Pour les résoudre on ajoutera, ainsi que dans Si"^ second dî 
lés équations du second degré , ce qui peut faire ^* ' 
^in quarré du premier membre. On aura donc 
^im ^ ax"*-h ^aa::=: b-^^ aa dont la ra- 
cine est\ar"' H-7^= ± '^^H-i aa, 
et par conséquent a:"* = — î « ± ^ ^ -+- J '« « 

R4 
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équation qui n'a que deux termes , et de laquelle 

m _— 

on tire œ 1=1 y -^\ a + V b + ~ aa. 

Par cette formule on résoudra toutes les 
équations à trois termes , dont le premier sera 
affecté d'une puissance d'.r double de celle 
qui affecte le second terme , et dont le troi- 
sième sera une quantité connue. Il est clair, 
par cette expression , et par ce qu'on sait déjà 
sur les racines des équations , que toutes les 
équations renfermées dans la formule générale . 
^:km ^ a x"^ = ^ ne peuvent pas avoir plus 
. de quatre racîries réelles, et qu'elles n'en 
auront que deux , lorsque m sera un nombre 

impair, 

XXI. 

Exemple de Pour faire quelqu'application de cette mé* 

a méthode prë- j i 

îédenie. thode , supposons d'abord qu'on ait Téquation 

x^ — b b X X '=:^ b b ce. En ajoutant dfs 
deux côtés ]^ biy quarré de la moitié du 
coefficient de xxj on aura x^ — bbxx 
^-.i^4:=55^4h- bb ce dont la racine quar- 

réeestjcar — {bbT=i ± b\/]^bb -^^ ce , d'où 

l'on tire xxz=z\bb ±b \^ ^bb -+- ce , et 



partant x 



— ^ — - ■ -^ — /« 

z==^±^ ^bb t b l/lbb^Tct 
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susceptibles de deux valeurs réelles et de deux 
imaginaires. Les premières sont , 

x= ± y ^b b-\- b y^ \b b-\-cc,\esàe\xx 

autres x = ± K ^ bb — b 1^ ^ h b -h ce, 

nécessairement imaginaires , à cause que . . • 
briAA^ecest plus grand que ^ bb. 

X X I I. 

o • • i»f • c* w ^ a Second cxem- 

boit ensuite 1 équation a:^ ^^ 2 a^â x^z=a^, ple. 
\ ajoutant des deux côtés a^ b b , il vient 
x^'—'2aabx^ -4-/i4 b b-rzza^ b ifr-h/ï^dont 
la racine quarrée est 

x^ *-^ a a A= +«^ ^ a a -^^ b b , ou 

x^zi^aab + a^ ^ aa^bb qui donne enfin 

X = Y a ab "^ a^^ a^-^b^ susceptible de 

deux valeurs réelles ; l'une positive, l'autre né- 
gative. Les quatre autres racines de îa même 
équation, qu'on trouveroit facilement enopéi 
raht comme dans l'article III , seroient imagi- 
naires. 

X X I I L 



Soit à présent xi — a^+ b b y, x x «x^mpic. 



Troîftîëme 
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=i£ — aa if A , en ajoutant; des deux côtés 
^ai-^lanùA-^^bifOn aura ir4 — aa-^bb 
X .T.r-l-^^4 -4-i^ ab^ -+"4^^ — i ai 
-^^/z/Zi6/^H-^/'4, dont le second membre 
est aussi bien un quarré que le premier. Pre- 
nant donc la racine quarrée de part et d'au- 
ti-e , on aura t x — ^aa — ^ù â::=z + ^aa 
"^ \b b qui donne x x> zszzaa^ et x œ -sszb b^ 
c'est-à-dire, .T=: + /zetx = +i6 qui sont 

les quatre racines de l'équation xi -^ aa^bb 
X «^ •/*== — aa b b.On auroit trouvé également 
ces racines par les méthodes de la troisième par- 
tie, en cherchant les diviseurs commensurablcs* 

X XIV. 



giiairième Soit cncore l'équation a?4 .^ -j jj^ A H- 4//* 
exemp c. ^ ^ ^ __ — g g hh y on aura , en ajoutant le 
quarré de la moitié du coefficient du second 
terme , et en prenant ensuite la racine quarrée, 



X 



Or , en réfléchissant un peu sur cette quantité, 

î il n'est pas difficile de reconnoître que ce qui 

est sous le signe radical est un quarré, celui (fe 

/+ ^Jl-^ë h. Car le terme i^ ^'^gh^f 
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est le double du produit dejTet de ^ gh-^ff^ 
et la quantité g h -^tiff contient le quarré de 
^ct le qu'drréjy'+'ffh de la partie radicale. -. 
Ainsi là valeur précédente de t se réduit , en 
iupposant ^u'on eût choisi le signe -4^ .pour le 

preoMer radical , 4jr+ V^ ff ^gh. En suppo- 
flot , au contraire , qu'on eût pris le second signe 
^du même premier radical , elle se seroit ré- 

lùiteà — jT^ J^j^y-f-^ A ;ce sont là les quatre 
Wines de l'équation 

^h — ^gh .t?^— 4j(ya?x= — gghh. 
Dans cet exemple » l'habitude du calcul pou- 
riit faire facilement soupçonner que la quan- 

^kgh-^^ff± ^/KgA-hJl^ avoît une 
Jicine quarrée ; mais il pourroit y avoir beau- 
Dup de cas où les quantités trouvées de la même 
Wnière , seroien.t également des quarrés , sans 
jd'on s'en doutât : il est donc à propos de chér- 
ir une méthode générale pour reconnoître 
assortes de quantités, et pour trouver leurs 
kines. 

XXV. 
'Pour y parvenir , le commence par remar- Mëthodepoar 

, . J . , ^ , , trouver les^a. 

pier que la racme d une quantité composée de cmesqutirréçf 

, ,, , , desquantilésen 

tuxparti.es, dont lune est coitimensurable, partie commen-. 
dont l'autre est un radical du second degré , partit niiiVait*! 
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doit être elle-même composée de deux parties, 
et qu'au moins l'une des deux doit être un ra- 
dical. 

Cela posé , je prends A^ B pour exprimer, 
en général , la quantité proposée , j4 désignant 
la partie rationelle, et B un radical quelconque 
du second degré , je prends ensuite/? -h- ^ pour 
exprimer la racine cherchée. 

Je remarque maintenant que soit que /? dési- 
gne la quantité radicale, soit qu'on Tait expri- 
mée par if , ou que pet y soient l'un et l'autre 
des radicaux , le quarré p^ -+- 2p ç -f- ^^ ne 
pourra avoir que le terme 2 /? ^ de radical. Corn» 
parant donc ce quarré avec la quantité doqnée ,^ 
^P q représentera B y çt p^ -h y ^ , >^ , c'est-à- 
dire , en termes algébriques, qu'on aura pour 
déterminer/; et q les deux équations/? ^-f-^a=-^, 
et 2 /^ y = iB. 

On tire de la seconde p = qui , étant 

27 

substituée dans la première, donne 

^^ . , B^ 

ouq^—lA=±\i/AA — BB, etpar- 



1/ 

= ± î^ ± i 



tant q =: ±^ l A ± i ^ A^ — B^. 

Substituant ensuite cette valeur de ^ dans Té- 
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quatîon/?2 -+. y» = ^, ou /? = ± ^^ ^—7^, 

ona^ = ±^T^ + îï/^._i5-. 
Donc la racine cherchée de la quantité u^-+-B 






est ± î ^ ± f K A^ — B' 



1/ 



y A^ — 5^ , ou simplement 



Car il est évident que cette expression re* 
vient absolument au même, que l'expression 

+ ^ \A—'yA^—B^± ^ \A-r\^^ A^-^B^ 
qu'on auroit en prenant en — le signe de 

Quant aux signes que doivent avoir les deux 



parties 



'^ \A-k-W ji:,^^^ 



et ^\^-\y A--B- 

delà racine cherchée de A-^By ils doivent 
être les mêmes , si le radical B est positif; et 
Contraires, si B est négatif. Car il est aisé de 
roir qu'en général p^q% ou ~ /? — • y étant 



ù 
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la racine de ^^B^= p p -hy y -h a /^f î 

p-^ç f ou — /;-+-yest celle de.' 

-^— i? ^s^pp'-^qq^^.p q^ 

X X V L 

La valeur qu'on vient de trouver pour la ra- 
cine de la quantité A -^B ^ pourroit faire 
craindre qu'il ne restât encore une difficulté 
pareille à celle qu'on avoit d'abord à résoudrer 



Car^ \A^\y A'^-^B^ 



et ^ l^_lJ^^a_5a 
semblent au premier coup-d'œil désigner des ra* 
cines de quantités en partie ratîqnelles, et çn 
partie irrationelles ; et si cçla étoit , la question 
ne seroit pas plus avancée qu'elle n'étoit. B 
faut donc , pour que la méthode soit de quel- 
que utilité, que la quamité-^* — 5^ qui se trouve 
sous le signe radical y soit un quarré commen- 
surable. Or, c'est ce qui ue sauroit manquer 
d'arriver toutes les fois que -^-f- B sera dans fe 
cas d'avoir une racine. Pour s'en assurer, il 
suffit de se ressouvenir ( article XXV ) , que 

p — q est ^ A-^^Ben même-tems que p+f 
est 1^ ^-h JB ; car on en tirera tout dç suiteqiM | 
^A^B X ^1^, ou ^AArrBlÀ 



1 
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jt;— -y YsP -^-q % oxx pp — q q^ c'est-à-dire , 
une quantité commensurable^ 

X X V I L 
Pour montrer présentement Tapplication de , Application 

* , . • ^ f de la incthode 

la méthode précédente, soit pris, pour exem- précédente à aa 

1 exemple, 

pie , la quantité ^z/z-l-ac'^â/z— -ce. Enla 
comparant avec ^ -+- fi , on a ^^ = ^ et iB 

-^iz ^ c y^^ a a — ce, et par conséquent ^ 

^ A^ — B^ ^= aa — ace, d'où Pon tire 

on trouve de même 



\ c'est-à-dire , que la racine cherchée est 
f c '^rV aa-'^c c ^QM-'^c — y aa — ce* 

XXVIII. 

£. §î oh avoit à prendre la racine quarrée de ^^^^ ^^^^^ 
i6-f-6 \/^ , en faisant -^ = 16 et -5 == 6 >/'7, P^e. 

" M dur(Ht >^ -^^ — fi^==:â , 

: et partant , 



t 
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K, 



et ^y^-^iKTin^BB^yp 

d'où 3-+- 1/7,60 — 3— j/7 serait la racine 
cherchée. • 

XXIX. 



1 



Qu^on demahde maintenant la ràcilie dé 

ap — %a\/ap — aa. 

Faisant A^=apet jB = — ±a^ ap -^ aà^ 

on a rÎAA — BB:=zap* — ^aa 

et ^ \A^\i^ AA-^BÈj^yap^aa] 
et de même 



/, 



cVst-à-dire que la racine cherchée serai 
Si la quantité proposée est 



excl^ -^^ - « 4-+*?^* H-aK/ï b-i-^^a^ b^^iiaHt\ 
j .on aura 

et 



^!^bb'^^ab'+^\aa. 
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:e qui donnera 



V\ 



et '''^ ^^ -^ i V A^ — B^ =y'^ 

d'où ia i^acine cherchée est 

ou — ^ ab —^ bb — %ab -\-\aa. 

Cet exemple est plus propre que les précédehs 
à Faire voir la nécessité d'une, méthode particu-» 
Hère , pour prendre la racioe des quantités en 
partie fationelles et en partie îrratjonelles. Car , 
dans les cas précédens,, la racine cherchée né 
coritenant qu'un radical , pouVoit être tirée 
d'une équation du second degré qui auroit été 
contenue dans l'équation , ppur la résolution de 
laquelle on avoit cherché à prendre cette racine. 
Au lieu que , dans ce dëi^nier ^ la valeur de là 
racine cherchée contenârit deux radicaux , il 
étoit impossible qu'elle vînt d'aucune équation 
' du second degré. En effet , lorsque ndys avons 
eu à prendre ( article XXVII ) la racine de 

h questîoti étoit la même , que si on àvoit dû 
-résoudre l'équation 
.t4 — ^aa où X — 4/2àcc-|-4c4-4-^^ =0 
Tomei. S 



ï 
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de laquelle on pouvoit tirer par la III«*»« pattie ? 

article XXXVI , les équations 

et ^a:-4-2ccF-+-!acV?— -«^ = o. 
Mais la racine quarrée de 

d^voit servir à la résolution de 

^ qui n'est point décomposable en deux équa- 
^ tions du second degré. 

XX X I. 

Après avoir appris à distinguer , parmi les 
quantités qui sont en partie^rationelles , et en 
partie irrationelles,. celles qui sont des quarrés, 
on a dû chercher à distinguer aussi celles qui 
sont des cubes ou d'autres puissances plus éle- 
vées, puisque cela étoit nécessaire pour avoir 
complettement tout ce qui regarde les équations 
comprises sous la forme a-^'w-f- a x^ = ^, ou 






Voyons d'abord ce que Ton pouvoit faire pour 
le cas où 7w = 3 , c'est-à-dire , pour trouver la 
racine cube d'une quantité quelconque ^+^, , 
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dans laquelle A est rationçl , et j? un radical 
du second degfê* ^ 

Noms remarquerons d^abord que la racine cube ^^ , , , 

. * • * Méthode poui 

d une quantité de cette nature, ne peut pas ren* trouver laracin- 
fermer plus d^un radical du second degré ; cai* té» en panfe 

• 1 . ' t I 14 • f . Il commensura- 

on voit bien que le cube dune quantité, telle bies , et en par 

V > ^ * -1*1 «1 tieincommexisu 

que y m-Ar-y Us qui contiendroit deux de rahUi. 
ces radicaux > ne pour roi t pas manquer d'être 
affecté de ces mêmes radicaux.. 

Nous remarquerons ensuite que la même ra* ^ 

cîne cube cherchée ne pourra pas contenir^'au* 
tre espèce de radicaux, à moins que ce ne soit 
un radical cube , et qu'il ne soit commun aux 
deux parties de la racine. Telle seroit, par exem- 
ple , la quantitéjTi^ m H- (/^X -r/ m dont le 
cube mp'^'im/ffyg'^'à mfg-\-m g\/g, ainsi 
que la quantité proposée ^ -h JB?, a une partie 
commensurable , et une partie radicale du se- 
cond degré. 

Cela posé ,. soit pris p-^q pour exprimer 
la racine cherchée, q étant la partie affectée 
du radical du second degré , soit qu'il se trouve 
d'ailleurs , ainsi que p , affecté d'un radical 
cube, soit qu'ils n'en contiennent ni l'un ni 
l'autre. 

Il est évident que le cube;?^ +^3/^^ 9^+- 'ipq'^ 
+. q'^ ne contiendra pas d'autre radical que le 
radical du second degré qui est dans y, et qu'il 

S 2 
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n'y aura que les termes 3/;/; q >et q'^ qui soîeilt 
affectés de ce radical. On comparera donc ces 
deux termes à la quantité donnée B , et les deux 
autres à ^; ce qui donnera les équations A=p^ 
m{^3pq^ etB^=Sp^q^q^. 

Pour résoudre ces deux équations , il faut 
d'abord commencer par chasser Tune des deux 
inconnues /; ou q , ce qui se peut faire aisément 
par les principes établis dans la seconde partie/ 
article XXXIII. Mais on peut abréger le calcul 
par le secours d'une remarque qui a dû se pré- 
senter facilement à des Algébristes un peu exer- 
cés , c'est que A A — B B sera toujours le cube 
depp — qq^ lorsque ^H-j5 sera le cube de 
p-hq* Car il est clair premièrement que si 
p-i^qest la racine cube de /^^ H- 3/7 q^-hSp^(j[ 
•+-^3 dont la première partie/;^-h 3 /;<7^ est^, 
etlaseconde 3/;^ ^H-y^ est 5, il faut néces- 
sairement que p — q soit la racine cube de 
ji — i5qui estalors/;^^^ 3^^2_ 3^2 y — ^3. 

Or de-làil suit que/;/? — q q ^ oup — qY.p-^ 

est ^ A -hB X {/ A~B, c'est-à-dire, 

f/AA — BB. 

Cela posé , on a donc l'équation m/^ A^^-^B^ 
= /;2 — q^ y o\xn •==! p^ — q^ ^ dans laquelle 
n est donnée, et ne peut être qu'une quantité 
commensurable , ou un simple radical cube. 
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De Péquation nz=ip^ — q^^ ou q^ =/^^ — n , 
et de l'équation^ =^^ H- "^p^^ , on tire tout 
de suite 4/?^ — Zpn — ^ = 0, équation qu'il 
faut résoudre pour avoir la première partie p 
de la racine cube cherchée. Aussitôt qu'elle sera 
résolue , on ai^rala seconde partie de cette même 
racine cube cherchée , en employant l'équation 

q = y p^ — n\ 

Quant au signe radical , il sera positif, si le 
radical de la proposée a . le signe -h ; et de 
même négatif, si le radical de la proposée a 
le signe - — . Car on voit aisément que la partie 

radicale dw cube de/? -f-^, laquelle çst^pp'^qq 
X Ç sera toujours du même signe que q. 

Si la racine de la quantité proposée A^B 
ne doit point avoir de radical cube qiîi affecte 

tous ses termes, tz, om {/ A^ — B^ sera une 
quantité commensurable , et par conséquent 
l'équation 4/7 3 — 'ip n — ^ = one contiendra 
pas de radicaux ; et comme p sera alors com- 
mensurable, on ne pourra pas manquer de le 
trouver en cherchant tous les diviseurs de cette 
équation par la méthode donnée dans la III^""®, 
partie , art, XXXII. 

St la racine cherchée doit avoir ses deux 
parties affectées d'un radical cube ^ ce qu'on 

S3 
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Qura reconnu , en ne, trouvant point un cube 
parfait pour A^ — B^ y on verra quelle est la 
quantité par laquelle il faudroit multiplier la 
quantité proposée , pour en former une nouvelle 
^bnt les deux parties étant prises pour A et 
pourjy, donneroîent pour A A — S J5 un cube 
parfait. Trouvant alors la racine cubé de cette 
nouvelle quantité mise a la place de la propo- 
sée , il ne faudroit plus que la diviser par la 
racine cube du multiplicateur dont on se seroît 
servi , et l'on auroit la racine cherchée. 

Quant à la détermination de ce muItipHca- 
teur, il est clair qu'il ne demande autre chose 
que de trouver la quantité quarrée , par la- 
quelle il faudroit multiplier la quantité qu'on 
a trouvée d*abôrd pour ^^^ — jpBf si on vou- 
loit la rendre un cube parfait. Car il est clair 
que la racine quarrée de ce multiplicateur de 
A^ -^ B B , seroit le multiplicateur qu'on de^ 
vroit donner aux quantités proposées ^*et B. 

, X X X I L 

Application de Pq^^ montrer l'application dé xctte méthô« 

la uicOioa» prc- ,111. . 

cédenie a uu de , supposons qu on chercne la racitie cube 

exemple. * . , * 

( de la quantité 
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par la comparaison de cette quantité avec A-^B^ 

r« '_ ^ 

ja^ — 3 a^bz=zA\baa— a^ ^aa — ub^=^B 

et partant 

A"" —5^ =— -/z6 + 3^5 ^_3 ^4 ^a + ^3 ^3 , 



et/z, ou y A^^-B^^^-^aa-Jt-ab. 

Substituant cette valeur de n , ainsi que celle 
de ^dahs réquatîon4/;3 — 3/? n — ^^ = o,j'ai 

^'p^^Zp a a^-^'èp ab — ^j a?-^'èa^ b 

dont il est question de trouver un diviseur d'une 
dimension. On trouvera facilement par la mé- . 
thode enseignée dans la Illeme partie, art. XXXII , 
que ce diviseur est />*—/z, c'est-à-dire, que là valeur 
de //est a. Substituant cette valeur de/? dans l'é. 

quation ^= ^-pp — n^ il vient ^= ^ v* a a — ab. 

Donc la racine cherchée est /z4- y % aa — ab. 

X X X I I L 

. Soit préàentement proposé de prendre la ^^^^^ ^j^^ 
racine cube àe^ a a c — a b c — b b c-^^à — b ^ 



^ il ace — ^bbèCf je c6mnftence par faire 
Tianc-^abc — b bc^^ A 

et B=^ — 2/z - — b^âaccr^ bbcc , 

ce qui me donne ^^— -5^=2 b4cc — 4 a b^co 

S4 
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qui n'est point un cube. Pour savoir ce qui peut 
le rendre cube , je le décompose en ses produi» 

sans , et il devient 2y, çcy, ù — ^X^^ ; d'oti 
je découvre aisément qu'en le multipliant par 

^Xl^ — a . 

r — qui est une-quantitequarree, j aurai 

ù (y 



un cube parfait, celui de 2 Y^b^r-^aY^b^ ou de 
a b b — 2 ab\Q\, par conséquent que si on multi- 

plie la quantité proposée par — \ racine du 



quarré , on aura une nouvelle quantité 



^ aa-^a b — b by,2.b — % a — %a — b X 



£ b-^% a^ aa — b b ^ 
dont la première partie représentant u^ , et lase* 

conde B , donnera pour k AA-^B B x c'est-à- 
dire , pour n yT, b b — a a b. Je suppose donc que 
l'on m'eût en effet donné ces quantités pour J 
et pour By et que j'en eusse tiré cette valeur de 
n ; dans ce cas , l'équation /^p^ — 2>pn—A=^ 
donneroit 



4/^^— 3/? X ^ >^.^-r- a a b-ir-b b-^-a b — naa 

' X ^ ^ -^^ az=zQ , 
à laquelle on trouveroit , par la méthode donnée 
dans la III«^"^*^ partie , article XXXII , le diviseur 
p-^-a — i6, ç-Gst-à-dire,que la valeur àçp seroil 
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alors^ — a\ la substituant dans ^='^/^/7—-/î, 

on auroit q = ^ a a — b b\ 

donc b ^-^a^ ^ aa — b b seroit la racine 

cube de la nouvelle quantité, ou , ce qui revient 

au même , du produit de )a qufintité proposée 

^b — %a 
par , - 



b^a±)/aa^bby^^c ^ 
JJonc j . — — i— est Ja raçme cube 

V ^b — %a 
cherchée de la quantité proposée. 

Dans cjjf exemple , et dans tous ceux où la 
racine cherchée se trouvera affectée de radi- 
caux cubes , il est clair qu'on ne sauroit , pour 
se dispenser d'employer la méthode précédente, 
avoir recours à la méthode de la troisième 
partie, article XXXVI , c'est-à-dire , qu'on ne 
pourra trouver aucun diviseur dans l'équation , 
dont la solution auroit conduit à donner 
pour valeur d'à? la racine cube cherchée. En 
effet , il e-st aisé de voir que l'équation x^^ — 2;.2?5 

X ^ aacrr-a bc — ^b bc-\^% b^ ce — a^ab^cQ 
qui auroit donné 






2aac — abc —bbc— ^a—b ^ aacc—bbcc^ 
r^auroit point été décomposâble. 
Mais dans tous les cas où la racine cherchée 
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doit é!re simplement composée d'un terme ra- 
tionel et d'un irrationel du secpnd degré, on 
parviendroit toujours à trouver cette racine en 
décomposant Péquation dont la solution auroit 
conduit à chercher la racine cube de la, quan- 
tité proposée. Dans l'article XXXII , par exem- 
ple , où il étoit question de réduire Texpression 






7 d^ — 3 a^b-^h a a — a b ^^ ^a— -^^i 

on auroit pu trouver dans l'équation 

a:^-+-6 a^ b — x^a^yC^x^ — a^^'àa^b 
— 3à4b^^a^b^=:o, 

d'où seroi t venue cette valeur de x , une équation 
du second degré :r^ — à/2a7-f-« ^— ^ aa=o 
qui auroit donné la itiême valeur de .x. 

XXXIV. 

Si les termes de la quantité , dont on veut 
prendre la racine cube, ont dés diviseurs, 
on commencera par les mettre tous au même 
dénominateur , et on divisera ensuite la racine 
cube dit numérateur par celle dli dénominateur. 

Méthode pour 
trouver les raci- 
nes cuhcs des Lorsque la quantité proposée en partie comi 

quantités nuine- ^ * . . ^ 

rit|ui» eupanie mensurableet en partie incommensurable sera 

coininensura- i ^ . 

i)i€s,etc. seulement numérique , on pourra trouver sa 
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racine cube plus aisément que par la méthod® 
précédente. 

Car , en supposant d'abord que la racine cher- 
chée ne doive point ayoir de radical cube, 
mais qu'elle soit composée d'un nombre en- 
tier et d'une partie radicale simple et entière 

aussi, on tire de ce que/? •— q t%X,y A — B 

lorsque /?-+- q est y A-^Bf ou, ce qui revient 
au même , de ce que 



1^ a^Bj^i/a^b 
p=^L 1 

une manière simple d'avoir la partie commen- 
surable delà racine cherchée. Il ne faut pour cela 
que calculer en nombres entiers les plus proches 

les quantités y A — 5et|/^+jj, et prendre 
ensuite la moitié de ces deux nombres pour avoir 
la valeur exacte de p. Car y en prenant pour 

^A-^Éet pour j^ A'+'B 

les nombres entiers qui en approchent le plus, 
l'erreur qu'on peut commettre sur chacunç de 
ces quantités ne sau roi t être de^, et par con-^ 
séqtient il ne peut pas arriver que le nombre 
tjnlier qui en résulte pour 

^ A ^ B^^ A^B 
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c'est-k-dire , pour/? , diffère d'une unité delà 
vraie valeur de /; ; et comme cette valeur de/? 
doit élre un nombre entier, elle sera donc exac- 
tement déterminée par ce nioyen. 

Avant ainsi la valeur de/?, et sachant déjà 

celle de n y ou ihy ^ y4 — B fl, on substi- 
tuera , comme. dans la méthode précédente , les 

valeurs de/? et de n diîns ç = ^ p p — /» , et 
Ton aura la seconde partie de la racine cube 
cherchée. 

Si la racine cherchée doit avoir ses deux ter- 
mes affectés d'un rnême radical cube , ce qu'on 
aura reconnu en remarquant que A^.-^B^ 
n'étoit pas^ un cube parfait ; il faudra , en sui- 
vant la même méthode que celle qu'on a em- 
ployée dans les quantités littérales , chercher 
Je nombre par lequel on devroit multiplier 
^ H- 5 afin que A A — BB (ût un cube par- 
fait : et ayant trouvé la racine delà nouvelle 
quantité que devient ^ H- 5 par cette multi- 
plication , on n'aura qu'à la diviser par la ra- 
cine cube du nombre dpnt on s'est servi pour 
multiplier ^ -h ^ , et le quotient sera la racine 
cherchée. 
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XXXVI. 

Supposons , pour montrer Papplication de 
cette méthode, qu'on cherche la racine cube de h^mithod» 
de 7-+.5 j/ ^. Vnt fait ^ = 7 . 5=5 ^^ , X^C^'^'' 
I je trouve que n , OU 1/ A^ — i?2 = '— .i. Je re- 
marque ensuite que la valeur de |/ ^ -+-B , ou • 

de K 74- 5 (/ 2 est plus proche de 2 que 
: de 3; ainsi je prends 2 pour l^exprimer; re- 

! marquant de même que cellç de K ^ — B ^ 

* . ou de j/ 7 — 5 |/ 2 est entre o et i , mais plus 
proche de o , je prends o pour cette quantité , et 
j'ai , par ce moyen , /? , ou 



Je substitue alors cette valeur de // dans 

ç = ^^/^/^ — /i , et j'ai ^7 = (/ 2 , d'où je 
conclus que , si la quantité proposée 7 +5 (/2 a 
une racine cube, elle est i -f-j/2. En eflet , 
cubant i -+- 1/2, il vient 7-f-5V^- 

. . t 

XXXVII. 
Supposom prcsentement qu'pn çût à prendre Autre exemple. 
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la racine cube de 5 H- 3 (/ 3 ; on trouveroît 
alors AA^—BB=:^ — 2 : or, — 2 n'étant point 
cube, il faut chercher le nombre par lequel 
on auroit dû multiplier 5 -t-3 j/3 pour que 
A A — B B eût été cufbe, ou ce qui revient 
au même , il faut chercher le nombre le plus 
simple parfequarré duquel A A — J5JÎ, c'est- 
à-dire a , étant multiplié , on aura un cube. Or 
on voit tout de suite que 2 est lui-même ce 
nombre. Supposons dpnc <Jue Ton se fût pro- 
posé de trouver la racine cube de lo -f- 6j/3. 

On auroit eu alors tï = — a et 

» 

■(/ A^B-^rf/- A-B 

2 

OU 

auroit été i en nombre entier le plus proche; 
Je substitue donc ces valeurs de petàen dans 

q=^y pp^^n y et j'ai ^= (/3. J'examine 
maintenant si /? H- ^ , ou i H- (/ 3 est la racine 
cube de lo H- 6 (/ 3, et je trouve qu'elle Test 

en effet. D'où je conclus que ■ est la 

racine cube cherchée de 5 -h 3 (/ 3, 
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XXXVIII. 

On simplifiera le calcul .d'approximation par le- simpiîficatfo» 
quel on détermine/? , en remarquant qu*au lieu de ^ri^édeaï^* 

on peut écrire 



iTÂT 



à cause que /r , ou 

Or, cette expression est en effet plus simple que 



1^ A^ B'+'Ç' A -B 

parce qu'il est plus facile de diviser par j/ ^h-5, 
le nombre n qui est supposé déjà trouvé , que 

de calculer séparément y A^^B. 

XXXIX. 

Pour montrer l'usage de cette nouvelle for- 
mule , appliqùons-la à Texemple de Tarticlede b^SÔuvcS 
XXXVI, où A étoit =7, et 5=: 5 K a;"*^'^^^"' 
-après avoir trouvé de même que dans cet ar« 

aide , que tz = — i , et que \/ ^ + ^ en 
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nombre entier le plus proche ^étoit 2, au 
lieu de chercher, comme,dans le même article , 
la racine cube approchée de 7 -^5 (/ a , Je di- 
vise n , ou — I par la valeur 2. de y/ j.i £ 

ce qui me dotiiie • — ^ que je substitue dans la 
formule précédente* ..4***1 



VA-^ 5-4- 



ÎC^r 



2 ^^ 1 

et j'ai î- ou i ( prenant le nombre entier le 

plus proche ) pour Ja valeur de p , ainsi qu'on . 
Favoit trouvée dans cet article par la formulé 

^^^ ; le reste s'acheveroit de 

rriémeu, 

Cette nouvelle H est a remarquer cependant que cette notf- 
J^ii en c*^f;mt?veVcllc formule poufroit induire en erreur, si ^ 
^"et %'sont de ^^ ^ u'étoicnt pas de même signe ; car , dafts le 
signes dittcreuF, ^gg OU ccs quantités seroient de signes diffé- 
rons , la vraie valeur de \/^ -h B pdurroit 
être si petite auprès de n , que le nombre en- 
tier le plus proche qu'on prend à la place de 
celte valeur donneroit pour ^ . # . * 

j 
V 
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1/ n 



a 

un nombre qui difTéreroit du vrai d'une ou de 
plusieurs unitçs. Qu'on eût, par exemple, à 
prendre la racine cube de 46— -29 1/2 ; en faisant 
^ = 45 et -ô = — 29 f/'a , on auroit i pour 
le nombre entier le plus proche de //^-h^; 

où |/^ 45 — 29 j/" a, et comme ^AA-^BB 
seroit alors 7, la valeur 4? /^ , ou de. •..,.... • 

1- n 

17 A + iî -t- -j7 

^. VA-^B^ 

-.se trouveroit en ce cas 



2 

de 4, quoiqu'elle ne fût réellement que 3, 
ainsi qu'on peut lé voir par l'expression 

de la méthode précédente. 

Mais pourvu que cette nouvelle méthode Ce qu'il fau 

1». • u A 1 /• . ^^*re ea c« cas 

d avoir/?, soit d un usage sur, toutes les foïs 
que A et B sont de même signe, il importe 
peu qu'elle soit applicable , lorsque ces quan* 
tités sont de signes différens. Car on voit bien 
que , dans ce cas , on n'a qu'à commencer par 
supposer AttB tous deux positifs, et en pren- 
dre la racine p -^(j. Ensuite faire p du même 
signe que ^, et q du même signe que B. 
Tomel. T 
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Il ne s'agit donc plus que dé s*assurer si toutes 
les fois que A et B sont de même signe , ou, 
ce qui revient au même , si -^ et B étant 
tousdeux positifs , on peut , sans craindre d'er- 



yA -¥ B-^-f- 



reur , substituer dans \ r 

> a ' 

à la place de ^A -+- jB le nombre entier le plus 
proche. Pour nous en convaincre , commençons 
par supposer, ce qui ne peut jamais aller si loin, 
qu'on se trompât de 7 en prenant pour ^A-^B 
«le nombre entier le plus proche. Dans ce cas, 
la quantité qu'on trouveroit au lieu de p seroit 



, !L — ^^^—^ • Pour foire 

voir que cette expression ne sauroit donner un 
-npnfïbrci qui diffère d'une unité de la vraie valeur 
d^^,itiettîQn;5 dans cette quantité/? -f- ç au lieu 
^^J/A-^Byetpp'^çq au lieu de n, eHe 



deviendra ^ ï -^ ^ de la- 

quelle retranchant p on tire en réduisant. 



^p-^tLq ± I 



pour l'erreur que peut appor 
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ter, dans là détérminatioh de/;> le choix qu'on 
àfait du nombre entier, au lieu de ^A + i5. Or ^ 
il est clair que cette quantité ne satiroit ja- 
mais égalei* \ ; câi* dans la première expressioit 

^ -^ qxi^elle reiiférrhe, lenuméràtèui* 



^ -H J étàrit plus petit que la moitié de ^ ^-4- r > 
tstkplus forte raisoii plus petit que la moitié 
de a /^ -4^ 2 y «-H i : et dans la seconde ex* 

ttresâiott ^- — ' "*" • ■ ' ^ ■ qu'elle renferme en» 

^ ^/^ 4- ii^ -^ i 

tore j le numéroteur — *;^ H^ ^ étant plufe pe* 
tit que la moitié de si ^, est par. causé-* 
quent plus petit aussi que la moitié de 
^q + â;? — ï. 

Ainsi on ne sauroit se tromper d'une unité 
en déterminant p par la méthode prété- 
dente > et par conséquent toutes les fois 
qu*utie quantité Comme ^ 4^ J5 ( dans Ja-^ 
- quelle il n'entre que des nombres entiers i 
.soit sous le signe radical , soit devantes 
signe) devra avoir une racine cube /^-+* 47, 
qui ne contienne aucun nombre fraction- 
naire^ on trouvera cette racine par la mé» 
thode précédente* • 

Ta 
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X L L 

Cas oft la Mais si la quantité u4 ^ JS, quoique déga- 

mélhode ^rëcë- / , 7 . ^ 

dente pourroit gée de toute traction , tant sous le signe radi- 

induire en er- , , , . i • • v 

reur. cai , que hors de ce signe , devoit avoir une 

racine cube qui contint des nombres fraction- 
naires, telle que la quantité i2 + |/ 5 ^ dont la 
racine cube est ^ -|- j (/ 5 , la méthode précé, 
dente , aussi bien que celle de l'article XXXV* 
' ne donneroit rien alors, et jettéroit dans l'er- 
reur en faisant croire qu'il n'y auroit point de 
racine cube à espérer. 

Mçjrendca'cn \ Pour remédier à cet inconvénient, il faut 

garaniir, commcnccr par chercher directement quelles 

; sont toutes les espèces de racines fractionnaires 

dont les cubes pourroient être des nombres 

entiers. 

Pour les trouver , soient représentées toutes 

ces racmes par -^ — H- — ^— : p et /w étant sup- 
^ m n ^ 

posés des nombres entiers qui n'ont aucun com* 
mun diviseur, ^ la racine d'un nombre entier i 
qui ne permet aucune réduction avec le nombre 
n, En élevant cette quantité au cube, on aura 

p^ 3pû^ ; * . 

--- — I pour la partie rationnelle ; et 
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% 



3p^ q ... 

""^ H j- X <] pour la partie incommen-^ 

surable. De plus, par les conditions du pro- 
blème que nous cherchons à résoudre , ta»t la 

p^ 3po^ 
première quantité -~ H ^--^— quelecoëffî- 

3p^ q^ 

cient h i— de la seconde doivent être 

des nombres entiers. 

Soit d^bord égalé — ^- 1 — ^r- i A, que je 

suppose exprimer un nombre entier. On aura 

j 1 a 3p^n^ 

donc q^ =:hn^ -^ ' ; mais cette quan- 

tité doit être un nombre entier par l'hypothèse ; 

donc — — r doit être aussi un nombre entier : 

donc doit l'être encore, et partant n doit 

être lin multiple de /», 

Cela posé , soit fait n^c: ml ^ on aura. „ . . • 

qi^=:hm^ l^ — 3/?2/a^ mettant.ces valeurs de 

p^ 3pû^ 
n et de q^ dans -^--r- H i—^ , cette quantité 

deviendra après les réductions — — r- '■+^3ph /, 

qui doit être un nQpibre entier. Or , /? et m 

T 3 
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n'ayant aucun commun diviseur , cette quantité 
rie ^àiiroit être un itombre entier , que mue soît ' 
ou I ,.ou 2. Voilà douc'jtn fixé ;,quani;iï tz , ou à 
mli^ oji voit bientôt qju'il doit être égî^l ai», 
parce que l'équation 7^ ==:? k/h^ l^ — 3p^l^ 



donne — 1;=*^ h m^ l -^ 3p^ et partant 

• , ou =^ ^ A w 4 / r— 3/p a ^ qm 

m l n ni 

apprend qiie la scicondè pàtftt«)db la racine ne 
peut pas avoir d'ai^tre dénominateur que la 
première , et que ce oenocnmateur , par con-» 
jwiquept pe peut jainais être jROft ,pl^ qUe#, 
ou I, 

.1.1- . , .. • N 

Ainsi j lorsqu'on îî^aura pas réqssi à trouver, 
par la méthode jprécédente , U fticine d\ifle 
quaiit\té -^ -h i5 , dont la partie ratioR^le , ou 
<?onin1enèurable \/ï,' et Tirrationélte B :SerOD? 
des nombres entiei-s , on ^'au^a ^iràmMUiplief 
cette ouantité par 8 , et chcircber ps^r \^ niême 
riVé'thodç la racine cube dé [a nduvette quam 
ti té qu'on àuf^ 'par' cette multiplication, et 
?i ? OB no ; réuçsit .pas , . on "sç^f^ '3^^ ^que . 1^ 
quantité proposée ip'étoit bas cube y si on 
réusait, Ja moitié 4e 1^ r,acijne cube.qu!cn 
tiura alors , sera celle qu'on cherch.oit. 
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X L I L 

Lorsque le nombre A et le radical B seroni 
Fractionnaires, il est clair qu'il faudra, aiisai * 
que dans l'article XXXIV, 'mettre ^ et S au 
même dénominateur , puis diviser la racine 
cube du' numérateur: par.cellç du dénomma- 
teur. • . ; '' î-.,.' /„■■ . /> .... - ■>■ : • 

Si l'on avoit à pfendre la racine cube d'une - .^^ qu'il faut 
quantité composée de deux radicaux du second racme cube uoit 
degré , soit que cette quantité soit numérique ,'«*e deux r.»:u 
DU qu'elle soit littérale, il n'y auroit qu'à la 
multiplier par le cube de l'un des radicaux que 
contiendrait cette .quantité- Le produit étant 

alors dans le chs des quantités qu'on vient de 

■ .-• i' ^i ■ ^^ \ \ -,-= ■•.■•■; '-J, "X- 

traiter,. on. en prendroit la. racine cube de ,1a 

même manière, et .on la . diviseroit par le ra- 
dical dont le cube auroit servi !dè multiplicateur 
à la proposée. : ''"'•'' ^ 
XL I V. 

Lorsqu'on voudra prendre laracine quatric?me Comment on. 

* ^^ £. .. . prend 'la racine 

d'une quantité comme yS?-4-jB, on n'aura d'abord quatrième des 

*- . quantités de 

qu'a en chercher la racine quarrée ; car si on même espèce 

*■ • • . - ,-, \. . • , • • . que lès prcce- 

ri'en trouve pas, à' pliis forte tâison n en <rou- dentés, 
vcra-t on pas de racine quatrième , ôu quarfé^* 

T4 
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quarrée. Si on en trouve une , ^il ne sera plus 
question que de trouver la racine quarrée de 
la quantité que la première extraction aura 
donnée. 

XLV.* 

Ce qu'il faut fl en «epa de même toutes les fois qu'on aura 

faire toutes lc« ^ ' * ^ 

foi» ottc l'expo- une racine à prendre , dont l'exposant sera pair, 

•ant de la racine . * i . 

e»tpair. il faudra commencer par la racine quarrée, et 

le problême sera réduit à prendre une racine 
d'un exposant qui ne ^era que la moitié du 
premier. 

X L V I. 

cîncs tin- Si Voti vouloit la racine cinquième d'une 

quitmeô. quantité j4 ~h B telle que les précédentes , il 

faudroit suivre une méthode semblable à celle 

qu'on a suivie pour la racine cube. Au lieu des 

deux théorèmes, par lesquels on apprenôit que 

ps= ;— \ = jr 

et que Y^^—B^z=zp^ — ^a, où auroit ceux-ci 



et y^^ — B^=:p^^^ç^, dont on feroit le même 
wage que des précédens* 
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XL VIL 

Il en seroît de même pour les racines plus 

élevées. Que m soit Tisxposant de la racirip 

^qn'on se propose de prendre à^A^B^ on aura 

ces deux théorèmes ;?== l^ 



et Ç^A^ — B^ :=zp^ "^ {f^ qu'on emploiera 
encore de la même manière que dans les ra- 
cines cubes. ^ 

Pour démontrer ces théorèmes en général , 
il ne sera question que de faire voir que si 
^ -i- jB est la puissaiice mècp-^q^A-^ B 
sera celle de /? — ^ ; car il suivra de:là néces- 



sairement que y A H- fi >< wA — B sera 

V -^ qY.p — 7 , ou pp — y ç- , et que 

n^ ; • m 

y A + B^YA - * n 4. a -^ p ^ a 

1 : — i^ — >* sera ^--^--^ — -^ — ^ , ou p* 

Quant à la dérhonstration de ce que A — B 
est la puissance m de ^ -— ^, lorsque A ^ B 
. est celle de /? -+- y, elle seroit aisée à trouver si 
on VQuloit y arriver par ^induction. Car , en 
donnant successivement différentes valeurs par- 
ticulières k m, et reconnoissant la vérité de ce 
tbéorême dans chaque cas particulier, on ne 



/^g8 Élémens D'^LoiBKT. 

douteroit pas qu'il ne fût généralement vrai. 
Mais on ne sauroit se contenter d'une pareille 
manière de démontrer , qu'au cas que l'on ne pût 
pas trouver une expression générale pour la puis- 
sance m de p ^q, et pour celle de ^ — ^ ; il 
faut donc chercher cette expression générale, 
qui est bien propre d'ailleurs à exciter la cu- 
riosité de tous les Analystes; ' 

X L V I I I- 

De la manière Pour ^rvenir à trouvcr la valeur générale 

d'élever un bi- ' ' S . . . .. • \ .,..^' 

nAinc h une < "* * . . 

puissance quel- de /? -+- 9 , OU de /? H- ^ multipHé par lui- 
même autant de fois moips une que l'uYtitéest 
contenue dans m^ commençons par chercher 
dans ce Ae nous avons vu précédemment, ce 
qui peut avoir du rapport avec cette opération. 
Reprenons dans cette vue ce que nous ayons dit 
dans la III<^»ne partie , article II , où nous avons 
formé une équation par le produit 3e ses ra- 
cines X -+• a, X -+- ^3 a- -H c, etc. oii nous 
avons trouvé la loi suivant laquelle dévoient 
étfe composés tous les termes de ce produit. 
Il est aisé de voir que tout ce que npiis avons 
dit alors pourra s'appliquer au cas présent, en 
supposant que toutes les racines sorît égales. 
Or, les réflexions données dans la lll^^'^^pat- 
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tie , article II , sur l'équation dont les racines . 
sont X ^ a, a: ^ l^, X -+-•€?, etc. consistoient 
en ceci. 

i^. Que le premier terme de cette équation 
n'est autre chose que a: élevé à une pjuissancê 
égale au nombre des racines. ^ 

3,^. Que le second terme contenoit 3p élevé à 
une puissance moindre d'une unité , avec un 
coefficient égal à la somme des racines. 

3^. Que le troisième terme étpit ,gçimposé 
de je élevé à une puissance moindfe de deux, 
unités , et avec un coefficient égal à la somme 
de tous les produits des racines prises deux à 
deux. 

4^, Que le quatrième terme renfermoit a? éleyé 
à une puissance moindre de trois unités , avec 
tin Coëffident égal à lasonime de tous les pro^ 
duits des racines prisés trois à trois , et ainsi des 
autres ternies. • - 

Si' on applique dôrfcf Ces remarques dans le 
cas pV^sent ou toutes tes i-açîhés sont égales , 
et da 4feur nombre est exprimé généralement 
par ^'!, on verra '• ' ' ^^^ 

'Que 4e premîeV terme sera .t"»;^^ 

Qiie le second sera .a?*'*— ^ multiplié par /w ^, 
puisque toutes lès "racines sont égales à a, et qye 
leur non)bre est tt? ; 

Que le troisième terme sera os^'^^ avec «n 
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coefficient égal à a^j pris autant de fois qu'il y 
aura de produits « i&, /rr ,-^^, i&c, etc. dans le 
coefficient du troisième terme de l'équation 
donnée jf)ar le produit des racines a? -f- n, 
se -4- A;; etc. dbnt le n6mbré est supposé m, 
puisque tous les produitsVz ift, ac ,ad^ b c , etc. 
doivent toôs être égarà chacun à a^ lorsque 
b^ c , ^y etc. sont égaux ka\ ^ 

Que le quatrième termésera a?"»— -^ayecun 
coefficient égal à /z^/ prié autant de fois qu'il 
y aura de produits abc^ abd^hcd, bcd^tic 
dans le cbefïic'ient du quatrième ternie dèTé- 
quatioh, d^ont lé nombre des racines a? H-iii 
X "h bf ça ^ç, etc. est m , et ainsi des autres 



termes. ' 



La question est donc réduite maintenant à 
savoir ce qu'un. nombre mdç lettres peut don- 
ner de produits/z^, ac^ ad^bc, etc. prîtes deuxà 
deux; de produits abc ^abd^acd^ bcd^tiz. 
prises trois à trois, de produits abcd^ abce^ 
abdé.y acde, bcde^ etc. prises quatre à 
quatre , etc. Car , en supposant que ces nombres 
soient trouvés,, et qu'on^ les exprimé par-i» 
5, C, Dy etc. on aura a:"* -h max„^^^ + 
A a ji i"'— ^ H- B a^ .t"*~3 ^ Ca^ x'^-i + 
D a^xm—^ H- etc. pour représenter la valeur 

m 

cherchée de x.-H a. 
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Pour trouver , premièrement , ce qu'un nom- 
bre m de lettres a^b ^c ^d^ etc. peut donner de 
produits de deux lettres ab^aCy ad^bc^ etc. en 
les combinant de toutes les nianièrçs possibles ; 
commençons par remarquer que, lorsqu'on aura 
Formé tous ces produits , on aura écrit deuxfois 
plus de lettresf^e de termes. 

Remarquons ensuite que chacune des lettres 
a^b ^ c^ etc. doit être répétée le même nom- 
bre de fois, et que chacune ne pouvant être ^ 
multipliée que par toutes les autres, et non 
par #Ue-même , ne :»auroit être répétée que 
^y^T— I de fois: donc le nombre de lettres à 
écrire , en formant tous ces produits,, doit êti^ 

m^m — I ; dond îe nombre de tous ces pro- 

duits doit être — ; et c est-la la va- 

leur de A, ou du coefficient du troisième terme 
de là formule cherchée. 

Quant au coefficient du quatrième terme , 
c'est-à-dire, au nombre de produits à trois 
lettres /Zi&c , aVd^ acd^ Icdy etc. que peuvent 
donner un nombre m de lettres , «, ^5, 6', d^ etc. 

' prises de toutes les manières possi^bles tr^is 
à trois , pour le trouver , nous remarefue- 

• roos d'abord que ce nonibre doit être le liers 
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de celui des lettres qu'on écrit en formant toitf 
ces produits* 

Nous remarquerohs ensuite qiie chacune de* 
ces lettres doit êtr^ répétée le même nombre 
de fois , et que ce nambre doit être celui qiii 
exprime combien de produits^e deux lettres 
doivent donner toutes les autres lettres ; car il 
est évident que chaque lettre^ a^ far exem- 
ple, doit être jointe à tous les produits bc^ 
ùd, cd, etc. des autres lettres prisés deux à 
deux. 

Le nombre de foi» que chacune deô^ettres 
a^ 69 c, d, etc. doit être répétée, çst donc 
celui qu'un nombre m — i de lettres J^fC^ 
^dy etc. donne de produits de deux lettres. Mais 
on vient de voir que , lorsque le nombre des 
lettres étoit m, le nombre de leurs produits 
deux à deux étoit la moitié du nombre m , 
multipliée par le nombre m — i , qui est moin-» 
dre d'une unité* Donc, lorsque le nombre det 
lettres est 77Z — i , il faut prendre la moitié 

de ce nombre , et la multiplier par 

m — 2, qui est moînd/e d'une unité que m — x, 

, j. m — I y^m — â , 
c est-a-dire, que — est le nom* 

* "^ 2 

bre de fois que chacune des lettres a , B^ c^ etc« 



\ ' 
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sera, répétée dans tous les produits en ques- 
tion ; et comme le nombre de ces lettres est m , 



m y, m — I X^ — s 
sera par conséquent 

le nombre de toutes les lettres écrites. Donc le 
nombre cherché des produits à trois lettres abc^ 



abd^ etc. sera -; et 

♦ a X3 

c'est-là la valeur de B^ ou du coefficient du qua- 
trième terme. 

A regard du coefficient C du cinquième; 
c'est-à-dire, du nombre "de produits de quatre 
lettres que doit donner le nombre m de let- 
tres, on trouvera de môme qu'il doit être 

my^m — I X /» — -^ X OT— ^3 

aX3X4 
parce que ce nombre doit être le quart de toutes 

'^les lettres écrites dans ces produits ; que cha- 
cune de ces lettres doit être répétée le même 
nombre de fois, etconîbinée avec tous les pro^ 
duits de trois lettres que donne le nombre m — i 
de lettres ; et qu'enfin ces produits de trois lettres 
donnés par le nombre m — i de lettres , doit être 



m — I X TFi — 2 X ^ — 3 , 

■^' 7i , par la même 

2X3 

• i 
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. . //îX w — I X ;7ï — 2 ' , . : 

raison que ;: est celui dei 

. a X 3 

produits de trois lettres que fournit le nombre w 

de lettres. 

Formant de même tous les autres coefficiens i 

iet substituant ensuite dans la formule précédente 

àlaplacède ^, B^C, D^ fiÇ etc. leurs raleon 

ainsi trouvées, on aura enfin x^ -F- /7^ ^ j?»-' 



^ m — I mX^»— iXot— * 



aX3 



a X 3 X 4 



my,fn—iy,m — aX-^— 3X^-^4 - . 



^ 2X3X4X5 

etc. pour la puissance tw de x 



Formule çé- Par la même raison , la valeur de /? -*- y dont 
rcvatro^ë^-H7 on avoit besoin article XLVII, sera 

à b puissance m. 



m y, m — I 



-— q^p^-^^ etc. 

a X 3 

X L I X. 



Quant à celle de ^— ^, il est évident que 
pour la trouver, iUsuffîra de faire q négatif 

danf 
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,, tlaiis tette formule; ce qui la changera en 



— — ^ -— 2 r-^, <i^ yBf^-s + , etc* 

Si on veut pi'.ésentément démontrer le théô- bemonsti 
rêmé de l'article XLVII^ on commencera par *^^e"l"{S 
iremarquer que A est la sçmme de touâ les tèirmes ^^VII, 

^4 pm^ài^ çj^ dans lesquels il n^eriti^e àucline 
puissance impaire de ^ > et que B est la sôpimé 
de tous les. termes. ...... ^ .. ^ .... ^ 






m%m — ^ iXm-^aX'^i^^Syt'w— ^4 



q^p^'-^^ 



iiX3X4X5 

Dîi q ne se trouve jamais qu'à une puissance 
împaifei 

On verra ensuite que ^ 4-^ jB est la 'pre- 
tnière formule^ et A^^B là seconde ,Véf qui 
étoît le*point où la diïfîculté étoit réduite^ ar- 
ticle XLA^L . . : . , . 

TomeL V 
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LI. 

Appiieatioa Lorsqu'on voudra employer la formule pr& 
prëcëdentTà tttt cédente pour élever un Ibinonv^ quelconque k 
•nemplc ^^^ puissance donnée « rien ne sera plus facile ; 

on n'aura qu'à substituer dans la valeur précéi 

— — -/» 
dente de /^ + ^ à la place de p le premier terme 

du binôme donné » à la place de ç le second ; 

et à la place de m l'exposant de la puissance 

à laquelle on veut élever le binôme proposé* 

' Qu\)n propose, par. exemple, d'^élever _3tf^ 

»-* s ^ ^à la cinquième puissfince ; je' fais 

et j'ai d'abord /y"»=r3 ac:^= 248 a"^ c^. 

q^ pm^^^ 10 X 4 * A 4dy,Za^ 

ss 1080 a^ bbc^ dd. 






X 3 ^ c =r •— 720 ie^ i63 c^ £i^ 



yX/yg~ iX^— aX^ — 3 . ^ , .^ 

^33<r — -i'T-^'=^>^ 



—r- 4 



•*» Aifr «^X3 a o = «40 «^4 c</4. 
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2X3X4X5 "> P 



A Pégard des autres termes , leurs coefficîens 
ayant tous pour un de leurs produiëans t/z — 5, 
qui est zéro par la supposition que /72=s 5 , ils 

doivent tous être ^Is ; ainsi 3 ûj c •— %b d aura 

pour valeur 

i i _ . ' ■ ■ ■. ■ ■■ ■ 

-r- y!^ a^ b^ c^ d^ +• ^40 a b^ c J4— 3a b^d^,,^ 

Lorsqu'on voudra :'>!9fercr â une* puissance Comment on 

j . . ^ applique la for- 

donpé^ une quantité composée de plus de deux muiéprécëcient€ 

- -y - » v\ • ' • • TT ., " I , aux quantités d« 

termes, on le pourra encore facilement par la plus de deux 

même méthode. Qu^il s'agisse , par exemple*;. 

d*un trinôme > en nommant/? le preniier terme 

de ce trinonie , ^ la $onime des deux autres , 

la difficulté de l'élévation du trinôme sera ré' 

duite à celle du binôme « puisque chacun des 

termes m /iP- ^ y , — *r /;"**-■ 7^, etc. 

ne renfermera, pas de quantité à élever plus 
composée que des binômes/ 
Et lorsqu'on aura un polynôme plus composé^ 

■ '• ■ •■■ • Va ^ . 



termes. 



• 
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on réduira toujours la difficulté à l'élévation d^un 
polynôme plus simple. - 

LUI. 

Exemple. Pour donner un exemple de la manière dont 
on emploie la formule précédente à l'élévation 
d'une quantité qui a plu&d^eux termes, soit 
proposé d'élever a^ ^ b — càla quatrième 
puissance. Onfera m=z ^^ /^= ^> qiszïLb — ù\ 
tt substituant ces valeurs dans la formule, on 
aura ......•.->....•..... 



4,;7zy;;'«— i=r4X^ ^-^cX^3 = 8a5^— 4fl^r, 



mY^m-r-i 



tt^ ç^p'^'T'^^ssâ^X 2b^c X a^' 

Xi 



my^m — I y^m — ja 



^3^m-5:~4X 2b— cX ^ 



:: 1 2 X 3 
^rrzSza b^ — ^S ab bc^2^abc c-^ ^ac^ , 



mXm— i Xm — aX^-^3 

' Txsxl 



^4^m— 4j_^^_^ 



s= i6 ^4— 4 xâ^Xc -4- ^-^ XaTx c* 

a 

4X3X2^ Av . ■ 4X3X2X1 . 
— " 2,X3 a X3X4 

s=i6^4 — 3aZ'3c-4-34i&i6cc — %bc^-\^ckf i 



1 
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^tpartant «-4-2^ — ^£=^244-8/7^ b — 4^3 c 
'^s.^a^ b^ — s.\a^ bc-\'6a^ c^ -+^32 a A3 
^-^^ab b c-^i^ah ce — 4^c^-f-i6A4 
— 3ai63c^-!^4AAct? — S bc^-i-c4. 

L I V. 

Après^ avoir trouvé la fo/rmule précédente , 
on ne pouvoit guères tarder à soupçonner qu'elle 
deVoit s'étendre à d'autre* puissances que celles 
qui sont des nombres entiers et positifs. Il suffi- 
soit d'avoir reconnu qu'il y avoit d'autres puis- 
sances que celles-là pour vouloir y appliquer 
cette formule. Ayant reconnu , par exemple , 

• ■ 

1 

qu^au lieu àe Jl a^ on pouvoit écrire «"; 

oh aura imaginé aussitôt que lorsqu'il étoit 

question de prendre la racine d'une quantité 

complexe quelconque représentée par /? + ^ , 

onn'avoit qu'à faire m-^^ -—dans la formule 

n 

précédente , ou , ce qui revient au même y on 

aura pense que 

1 X * V ' » 

«in n n n 

P ^-P 7H 1 P r-^ 



X 



etc. devoît exprimer /?•+• y ", ou la racine n 

V3 
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De même on aura soupçonné qu'au, lieu de 
■ , ou de^ +• ^ , on n'avoit qu'à Faire ^ 



mzrz'^^n dans la même valeur de /? -4- y , ce 
gm donnoit 



^ — /^^ y p q — ,etc. 

En un mot , l'ordre et la généralité qu'on avoit 
toujours trouvés dans les opérations analytiques, 
dévoient faire penser que, quoique la formule 
précédente n'eût été d'abord trouvée qu'en sup- 
posant m entier et positif, elle pouvoit ausil 
s'appliquer à toute autre valeur de m. Mais, 
si la vraisemblance de cette généralité devoit 
frapper tous les géomètres, elle ne pouvoit pas 
seule les contenter. L'effet principal qu'elle de- 
voit produire sur leur esprit , étoit de les enga- 
ger à chercher une démonstration rigoureuse. 
Voici une manière de trouver cette démonstra- 
tion , qu'il n'étoit pas bien difficile d'imaginer. 

Où Ton fait Soit proposé premièrement , de faire voir 

veirquela for- r r ir ' ■ 

nauieprércdenieqye la formule en question peut s'appliquer | 

a lieu encore, ^ / * *^ •il 

lorsque l'expo- toutes les fois que m est une fraction quel- 

•ant est fraction- . . . . 

Mire. conqu« positive ; ou , ce qui revient au même, 

soit proposé de* prouver Inéquation A^ ( voyez 
la Table i ci-joinu?), laquelle devient Tév 






Qi^ATR, ÎPartie. 3ii 

quation B , en divisant les deux membres par 

r 

p et en faisant — ^— = z. 
P 
Mais pour prouver Téquation B , il 'suffit de 

faire voir qu'en élevant ses deux membres à la 

même puissance n , il viendra des quantités 

égales j c'est«à-dire ^ (en faisant «^ 

r ~. 
X — 1 



r n 


n 






. V £< 


n 


2 


X 


z^ 


■ A * 


' X ■' .X ' 

n n n 


— a 


4-, etc.) 


« s/ Q 





qu'il s'agît de prouver l'équation D. 

Or, comme r et n sont deux nombres entiers , 
on peut faire les élévations indiquées dans cette 
équation, par le moyen de la valeur générale de 



./r -f- y ; ce qui donnera l'équation jB. 

Le problème étant réduit k prouver Téquatton 
'E , il faut trouver par la valeur de ^, celles de 
j» , s^ , j4 , etc. multiplier ensuite la valeurdle s 

par u t celle de s^ par ^ , celle de s^ par 



— » celle oeM par • 



^X3 

V4 



• • « • % 
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nX^ — i Xn — ^X n — 3 
. , etc, 

5^X3X4 

afin d'aroîr des valeurs de tous les termes dii se- 
cond menibre de l'équation E. Ces valeurs trou- 
vées et écrites les unes souS les autres, on for-r 
mera l'équation F, laquelle , en faisant les ré^ 
ductidns que demande le second membre , de- 
vient Féquation G , qui est la même que Té- 
quation E, Donc l'équation ^ , qui avoit donné 
cette équation , est prouvée. Donc il est vrai en 
général que la formule de l'article XLVIII s'ap- 
plique aussi bien aux puissances fractionnaires 
quelconques positives, qu'aux puissances en-^ 
tièresi positives, 

L V. 

La même for- n r • • ». i ' a 

mule va encore rour^taue voir présentement que la même 

nc'^aMvcr"^^^ fomUile s'applique également aux puissances 

négatives , soit entières , soit fractionnaires , 

il s'agit de prouver ( voyez la table n ci-jointe ) 

réquation yf , dont le second membre est celui 

que donne la formule de l'article XLVIII , en 

r ' ' 

faisant m = t— , 

n 

Il est évident qu'au lieu de prouver l'équa^ 

tion ^, on peut se contenter de prouver l'é* 

çixmum B , qui revient ^m [^înême cjue^ la prcri 



n 



-IX--. z 



X3 






I -h 



n 



r 

n 


X 


r 

11 


— I 










2. 


N 




X 






r 
n 


r 

n 


— I 


V 



n n 



s — -S" 



.1 



rX r— laXr— 3 , , /il 
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n faisant z =;: — , et multipliant le» 
p 

r 

îmbres par/? " . 

évi(ïent , de plus , qu'au lieu de la 

r » 
n 



: I -4-z , on peut écrire , . . • . 
, et par conséquent l'équation B 



l'équation C. Mais comme dans le pre- 
?mbre de cette équation , on peut subs- 



I -f- 2 sa valeur tirée de la formule 
cle LIV, il est clair qu'il suffît de 

l'équation D. Or , pour prouver cette 
1 , il suffît de multiplier le second 

par le dénominateur du premier , et 
urer que le produit qui en vient est 

numérateur du premier membre. C'est 
irrive en effet ; car , faisant la multi- 
> , il vient pour produit la quantité JE, 
:>remier terme , qui est l'unité, est le 

reste après la réduction. Ainsi on est 
réséntement, par une démonstration 



3i4 Élémeks D'A l défi RE. 
que la formule de Tarticle XLVIII a toute li 
généralité qu'on ne faisoit d'abord que lui soup 
canner. 

LVL 

QuoJqu'assuré qu'on soit d'une vérité parune 

démonstration générale, on ne sauroit guèr» 

se défendre de chercher à la voir coniinnée 

' dans quelque application particulière. Sachant, 

par exemple , que la formule précédente donne 

Télévation des quantités quelconques à des puis* 

sances fractionnaires , il est naturel qu'on veuille 

Exen.plecfune^'w'iq^^*^ ^ quelque quantité qu'on sache 

racine quarrëe avoir exactement uue racine ou puissance frac*, 

prise par la for- ^ ^ i -^ 

mule de releva- tiounairC. 
tion des puis* 

Soit , par exemple, la quantité i H-a ^+^*i 
dont on cherche la puissance | , ow, ce qui it- 
vient au même , la racine quarrée. Ayant fait 
^=1 ,^ = 2^-+-A2 ^ et ^=:^ dans la formule 

précédente , on trouvera 

Le premier terme p^ zsu 

Le second ^w/?"*— ' i^ = /^4-^K 

Le troisième ..•....'••• 



Tfl^m I 1 /a t li 



l 



i 
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, , >„,-i-. 



r i^ r 

n 









q-\- 



a) 



Bi 



r r r ■ 

-X — hi -: 

« f^ n n n i 

n 2 ^ 



C — ^ =1 

r n 



r r 



r 



2 îi — etc 



ILz?- 



-al •ri 
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:rième I ....... . 



uième • 



— ïX/w — 2X/W— 3 

iîème , etc. et c'est la somme de tous 
les qui doit être la racine cherchée. 

ispection de cette quantité ^^n a de la 
croire qu'elle puisse se réduire à i -4- A 
^it être la racine cherchée. Mais la géné- 
p la démonstration précédente , et une 
? expérience du calcul , assurent bientôt 

réduction, 
outant tous ces termes , on remarque que 
ier terme i reste tout entier ; que le se- 
-f- ^ ^2 se réduit à b , parce que la partie 
:::e second terme est détruite par la niênrè 
^ contenue négativement dans le troi- 
srme — \ b^ — \b'^ — \b^ , que ce qui 
:i troisième terme , après la destruc- 
5 ^ i&2 ^ est entièrement détruit aussi 
quatrième 7 i63^^ 1^4 ^}^ b^ ^ ^ b^ ^ 

le reste plus alors que \ ^4-t-|^54-~i6'>, 
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Ce reste du quatrième ternie se trouve détruit 
de même par le cinquième terme ; et en pous- 
sant les réductions plus loin , on voit que tout 
s'évanouit dans la quantité précédente , excepté 
i-j^ h y ainsi que cela devoit yriver. 

L V I L 

Lorsque les Outre que cet exemple et tous ceux dé même 
prilTdt'^^^^^^^ ^"'^' ^^^ ^^^^ ^^ former, confirment, 

tVmwe^d*?" ro^ P^"*" ^^^^^ dire, par expérience, la proposition 
^J'^^^r^ri^"^*^- démontrée, article LI, ils montrent en même 

tnoue prcceden- 

^«- tems une utilité réelle de cette {)roposition ; 

puisqu'il en résulte une méthode pour extraire 
les racines de toutes les quantités qui sont des 
puissances compicttes. Mais ce n'est pas là le 
seul avantage qu'on en puisse retirer. Lorsque 
la quantité proposée n'aura .point de racine 
exacte , on en pourra trouver une approchée!^ 
par la formule précédente. . 

Exemple. Qu'on cherche, par exemple, la racine 5^"* 
delà quantité ^z -h Z^. En substituant la plus, 
grande des deux parties de cette quantité qu'on 
suppose être /z a la place de /; , la plus petite ^, 
à la place de y , et -^ à la place de m ^ on aura 
pour la racine cherchée 
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î ♦ T V A — » 

aXaS 

0<42<9.^— 1^,, 1X4X9X14 -T^ 
2X3X125 2X8X4X625'* 

iX'4X9X 14x19a"" ~^^ 
"^ 2X3X4X5X3125 ^**'' 

■"■■-•- '^ 1 1 _ - I j I - • 

o/ï iao<îât 120 a^ 620 ai 

-etc. iv. . . .--., .:,..,. 

Or , quoiqu'il fallût f(«tner de la même ma- C« q^« .«'"« 

... • /» • r 1 qu'une sdrieoa 

sre une mnnite de termes , pour que la quan- ««ite infinie* 

é précédente , qui est de celles qu'on appelle 

ites ou séries infinies, exprimât exactement 

racine cherchée, il est certain néanmoins 

l'en se Contentant de prendre un grand nom- 

e. de ces termes, on approche. extrêmement 

: la valeur de la racine cherchée. S'il arrive 

ême que a soit considérablement plus grand 

le À , on n'a besoin que de peu de ternies 

>ur approcher sensiblement de la vraie ra- 

ne. 

Qu'on suppose , par exemple , ^=7^ /z , on 

ira pour les six premiers termes de la suite 

•écédente • ' 



? V r 4. JL, .!_: 4. _!, ^' 4- -i 

^*T5o 1XÎ0T62500 '6x^ooo9l i^ôz' 



500009* 
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Or, si l'on tait attention à la considérable 
minution successive de ces six termes, oiiv 
que ceux qu'on pourroit y joindre , seroient 
petits ]t qu'ils ne valent pas la peine d'é 
cherchés, t 

L V III. ' V 

Toutes «ortes L'nitilité de la formule des puissances ne 

de quantit<îs ... * , . 

peuvent ctrerc- Dome pas .çnçote à. trôuver par approXHnati 

duites en séries ., * ; . . - ^ . . * .'' 

par la formule toutcs sortf S de puissâttccs iractionnaires 

pïcc« ente. négatives; elle est infiniment plus étendue, 

servant à réduire en séijes toutes sortes. de quj 

tîtés où il entre tant. de. signes radicaux^ di 

seurs , etc. qu'on voudra. Qu'on ait , par çxe 



pie , la quantité — " - — '-^ , en 

duisant d'abord les deux quantités ij/ a -f- 

Qtiy a -r- 6 en séries .,• et les ajoutant , p 
en élevant la série qui en est la somme .à 
puissance :f, on formera une nouvelle série, < 
étant multipliée ensuite par celle qu'on trc 

veroit de même pour ' ■ , — — , ■ 



f/a- 



iV tf 



ou |^û-+-i6 —y a — b donneroit enfin ii 
seule série pour exprimer la quantité pro[ 
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Or , indépendamment de l'avantage d'avoir 
approximation toutes les quantités corn- 
és de radicaux et de diviseurs complexes , 
I une infinité de cas où il est très-utile pour 
démonstrations , que les quantités à traiter 
nt délivrées de radicaux et de diviseurs corn- 
es , ain^i qu'elles le sont par leurs trans* 
lations en séries. Mais il est tems de retour* 
k la résolution des équations. 
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CINQUIÈME PARTIE 

Résolution des équations du troisième t 
du quatrième degré. 



JLoRSQu'oN a voulu passer des équatioii 
exprimées généralement par a x"*- =z h t 
a cc^^^ -+- ù x'^ =r c , à celles qui contenoient 
outre ces racines , les intermédiaires , on J 
bientôt senti des difficultés qui ont fait abaa 
donner l'espérance de résoudre ces équation 
en général. On n'a pu parvenir jusqu'à préscii 
qu'à la [solution de celles du troisième et à 
quatrième degré ; encore la méthode qu'on 

trou^ 
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Ittoàvée pour les résoudre , soufFre^t-pllë ,une 
JfejpGéption considérable : yoîci le chemÎQ qu'op 
,# \âù suivre en découvraal àette métho(je. 

. Soient représentées par l'équation jr? -^ dj^ triiSfa^" 
*+T « r-j-/±r= Oi toutes celles du troisième de- '•JP^"* compo- 
gré. Si Qrt pouvoitréduîrecétte équation à Une 
autre qui n'eût que le premier et que lé der- 
nier termes , il est évident que ce séroit l'avoir 
résolue. Or le moyen le plus naturel de trans- 
former line éq.uatiob en une autre ^ dans la- 
quelle on soit libre' de faire quelquie .çhiapge- 
ment, c'est de substituer d^ns cette équation ^ 
à la pïacé de l'inconnue ^ quelque quçintité j dan» 
Uqueilé oh laisse une jettrè indétérmipéê > afiii 
de pouvoir s'en servir à volonté. 

IL 

Soit dc^feî substitué dsils Cette équation *»+-> IVànsforma- 

_ tiôh par laquelle 

âu lieu de f , 11 viendra a?3 4- 3 r-+- dX opœ ^"^*>f évanouir 

•^ ' t ~i . . • ^ > ^^ terme queU 

. €\ p'^- y- — 7"^ v> . -.^ I -7 *i . conque de cetl« 

4- 3 rr-t- zarr^-eX T -4- r^ -4- dr^ .-+- e r équation. 
^f-^y=== G ^ que l'on écrit aussi de cette manière : 

^ d -^fidr -\-dr^ 
-f- e ^ e r 

+/ ■ - 

Tome t. X 
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Comme on est le maître de r dans cette équa- 
tion , il est aisé de voir qu'on peut parsonmoyed 
faire évanouir celui des termes qu'on voudra, 
mais aussi onn^ensauroit faire disparoitrequ'uB 
à la fois. 

Qu'on fasse , par exemple, 3 r-f- dr^o^ 
ou /•=— j^, le second terme s'évanouira , et 
l'équation deviendra * • . . . 

d^ de 

~"3 ~ 

Si on feit au contraire 3rr'^ 2 dr--^ qco, 

1/ ^ — 

.our=— j^± ^ -^-T^^^dd, letroi- 

' sième terme s'évanouira , mais les deux autres 
resteront. 

Si on voul oit faire évanouir le dernier terme, lu 
il faudroit faire r^-f-^r^-i-er -+-jr=o; etlli; 
aUrs pour avoir r, il faudroit résoudre uDe||x 
équatioti pareille à la proposée. if 

Avec un peu de cpnnoissance du calcul , ob|* 
devoit bien s'attendre que la substitution dfe|(» 
«?-j-r à la place de j' ne pouvoît pas faire éva- 
tiouîr plusieurs termes à la fois , parce quel-iH* 
troduction d'une inconnue ne peut servir qu'à 
résoudre une seule équation ; ou , ce qui revic-^ 
au même , à remplir une condition : or TévM 
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louîssement de chaque tefme fait une condi- 
:ion. Mais si par cette transformation , on n'est 
3as parvenu entièrement au but que Ton avoit 
îu de réduire l'équation proposée à deux ter/- 
nés , on a du moins changé la question en une 
nouvelle qui paroi t plus simple . puisqu'il ne 
s'agit plus que d'une équation à trois termes. 

Des deux équations transformées qu'on pieut 
avoir en faisant évanouir , ou le premier , ou 
le second terme ; la première , c'çst-à-dire ^^^ 

a?3 + e^-4- -^d^ :=:o 
(h de 

3 T" 

H- / 
est la plus simple ; aussi est-ce celle que nous 
allons chercher à résoudre , en tâchant de di- 
minuer encore le nombre de ses termes : mais 
nous suspendrons un moment cette recherche ^ 
parce que la méthode qu'on vient d'employer 
-pour transformer les équations du troisième de*» 
gré , offre jpi naturellement de nouvelles vérités 
sur les équations de tous les autres degrés, qu'il 
esta propos de s'y arrêter un peu. 

III. 

On voit d'abord qu'à l'aide de la même trans- 
formation de y en a; -H /•, oo peut aussi faire 
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i&vattoUir te tef m^ qu^oh votrdra (l'une équation 
d'un degré queïconqut?» 
rp i ^ QuV)nait, par e^t^etnple , Péquatîon duqua* 
lion précédente trifcmç deèré la plus générale r4-f-^ y3^-^«ri 

appliquée h une . ,. 

cq^uaiionducua. -+- c y.^d^sz o , en v substituant a? -f- r auliea 

tnéme degré. 

aè^ , on aura 

-h A -\^ !L hr ^ brr 

< -4- c -h rr 

dan3 laquelle faisant 4 /M- «:î=5 0, ourt=— Jji 
en aura une équation du qtiatrième degré qui 
n'aura point de second terme. 
. De même en déterminant r par réquation du 
second degré 6 r^ -+-3 /ir-h./' s= , on aura 
.une équation du quatrième degré qui n*aura 
point de troisiènije terme. Et enlisant r tel 
<ju'il çonviendroit ,pôur résoudre Téquation du 
3eine degré 4 r^ 4-3^5 r^^-f-û^r-hcsETO, on 
auroit une équation du 4^»"^ degré ,qm n'auroit 
point. de quatrifepœ terme. Le cinquième s'en 
iroit de même par te moyen d'une "équationdu 
^^eme degré. Mais on ne s'arrête pas ordinaif?-* 
ment à faire évanouir d'autres termes que le 
second , parce, que l'évanouissement des autres 
termes amène presque toujours det calculs com- 
pliqués de radicaux et fort pénibles. 
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IV. 

Dans une équation générale du cinquième 

* "-^ * Ëvanonrase- 

degré y^-^a y4^Jf y^^c y^ -4- //y-he = o , ^^^^ du second 

^ ^ ^ ^ "^ . teriBC dans une 

Ja transformée jy = ,27 -h r donne l'équation équation du ein* 
«5 -4-5,-ip4 -4- , etc. dont le second terme 

s'évanouira par * l'équation du premier degré 
5 r-h/z=:o , ou r= — \a. 

V. 
Et en général dans une équatipp d*un degré Dans une équa- 

, , , lion. d*uQ degré' 

quelconque m représentée par ^"*7hiz ^î?"*""' qudcqn^u* »i. 
-+r b o:'^— ^-t- etc. = G , il sera ^isé de trouver " 
p3r la formule des puissances , donnée dans la 
jyeme partie , article X L V 1 1 1 , que le se- ^ 
cond terme s'évanouira en faisant Pinconnue 

a , 

m 

y L 

Àprèis* cette petite digression^ renoettons- Rdsoiuiionde 
Rous à chercher la solution de .l'équation du raiea:'4*/>x-t-9 
traisième degré. ».....*.... ^ ....•"" * 
ar3 ^^ e .r + ^ </3 =; Q 
_^ de 

+ / 

X3 
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à laquelle Téquâtion .générale^5-t-i/jy'a-+»ejr 
-+-jr==os'étoît réduite par la supposition de 
y =5î r — jd; et pour abréger les calculs, écri- 
vons-la ainsi a:^ -+-/? or -h y = p. 

Ep suivant l'idée que nous soyons déjà em- 
ployée f faisons encore une transformée. Substi- 
tuons , par exemple , m + 2 à la place dç x\ 
non dans la vue de faire évanouir un terme dç 
cette équation , ainsi qu'on se l'étoît proposé 
la première fois ; car on verroit bientôt que Iç 
terme qui avoit disparu reviendrait; mais pour 
décomposer cette équation en d'autres qnî soient 
plus simples. Sans voir distinctement quhintei 
moyen doit réussir , on sent bien que la trans- 
formation d'une équation en une autre, oàTon 
^ une lettre à déterminer à volonté , ne peut 
guères manquer d'être utile. 

La substitution de .r =//-+- 2 étant faite , il 
vient «^ -^Suii Z'-hS u z z^z^ -^pu^^pz 
-H ^ = 0. Supposons maintenant que l'une des 
inconnues u ou z soit telle que u^ -4- -s5-4-y=p ; 
on aura, dans ce cas » l'équation 2 u^ z 
•+• 3 w ^^ rk-pu^p 2=0, qui étant divi- 
sée par // -h 5 , dpnne 3 2^ -2 •+- /j? == o , ou 

p . 

u^=z '^^ . Voilà donc une équation avec 

laquelle en chassera facilement une des inconr 
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nues introduites ; il ne s'agit plus que de savoir 
quelle sera l'équation qui déterminera l'autre 
inconnue. Pour cela , il feut remettre cette valeur 
de u dans la première équation u^ '+'Z^'+'q=o ; 

ce qui donnera — — ^ -+- z^ -+- ^r = o , 

OU z^-j-ûz^zs:— — . Or, cette équation , 

quoique d'un degré plus haut que la proposée , 
est cependant bien plus facile à résoudre ; car 
elle est de la classe de celles que nous avons 
résolues dans la quatrième partie , article XX., 
et la valeur qu'elle donne pour z est • 



\y 



— i'ft^W-hirP^.Boncu 



OU' 



3 



-* 



sera — — — . - i qui se rcduit 

facilement à — k ^ ç ± k^±^a ^j^ pZ ; car 
on peut voir facilenient que le produit de 

par-f-î^ + '^ i^? •+- 07 /^^ est ijp^ , et par* 
tant que y p est le produit des racines cubes de 
ces quantités. Ajoutons présentement ces va. 
leurs de 2^ et de ^ 9 et nous aurons w -h « , ou 

X4 
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3 y- ■ — ^ Jy 



ou simpleçnent 

car en prenant le radical ^ ^q^ \ ifP^ ^^ — % 
on n'a pas une valeur de x différente ^e celle 
qu'on a en le prenant en •+*. 

V IL 



T.a formule Par Cette valeur de .^ , on voit qu'il n'en est. 

►réccdeHle' ne . " • -, j . i 

lowne qu'une pas des équations du troisième wgre comme dfe 

les troU raci- n i i , t * • i, 

s. celles du second , ou la même expression d uhe 

racine marquoit , à l'aide du signe + , les 
deux racines à la fois ; ici on trouve une ex-» 
pression qui ne sauroit désigner qu'une dest 
trois valeurs de x. 

M:inire d'à- Pour trouver les deux autres , il faut divîser 

^ir les lieux ., . ^ i . 

iiits. 1 équation x^ H-/?J^-f-y = o, par la racine 

que donne la valeur précédente de x, etPéqua- 
tion du second degré qui en sera le quotient s^ 
donnera par sa résolution les deux autres racines 
cheixrhées. 

. Si l'on veut trouver la valeur générale de ces 
deux racines , il faut faire pour abréger les cal- 

cals y {fi-\-^ \tj^-^ijp^=m. 



Cinq. Partie. 329 



et faire attention que dans ce f as ^m nzszjp et 
m^ — in^ := q. Cela posé , la division de Té- 
quation x^ -h yp .t -f- y = o par .2? -4- 7» 
î — n , qui est alors la racine qu'on vient de 
trouver, donnera pour quotient x x -Arnx 
— m X ^mm-^-n n^mn'=3, q\ dont les 
deux racines ^ c'est-à-dire celles qui nous restent 
à trouver dans l'équation x^ ^p a: -{^ q :=o ^ 



m^-^n 



sont X = i î X ^ -H ^ V -t3 , ou 

qui sont nécessairement imaginaires ^toutes les 

fois que ^ \q^ -f-^//^ est une quantité réelle. 
Onauroitpu reconnoître dès l'article V de la 
quatrième partie , où il n'étoit question que deis 
équations à deux termes, l'espèce d'imperfec- 
tion que donne à la solution des équations du 
troi^ièm<? degré , la difTérence de forme des trois 
racines ; mais cette espèce d'imperfection est 
ici plus frappante , en se trouvant dans la solu* 
tion générale. 

VIII. 
Ce dés'avantage de la solution précédente des 
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Cas où la for- équatîons du troisième degré n'en peut paraître 

muleprëccdente _, . . ,, . . ,.. 

ne sauroit faire UH qu à ceux qui considerent , pour ainsi diip, 
cauITdc^ii^igi. métaphysiquemerit TAIgébre ; mais il y en a 
fenfciw! * ^ un autre bien plus frappant pour tout le monde , 
et qui a extrêmement exercé tous les calcula- 
teurs. Cest que cette solution n'apprend rien 
du tout pogr la valeur de x toutes les fois que 
~ p"^ est plus grand que \q ff ^ et qu'il est en 
même tems négatif. Dans ce cas^ qui est très? 

étendu , la valeur de la quantité ^ -^p^ -f-^f* 
est imaginaire , et par conséquent les deuxquan* 

et -«^ i ? + >^î ïH-57* 

qui composent la valeur de x sont imaginaires 
aussi ; mais on n'en sauroit conclure pour cela 
que la valeur de x soit imaginaire ; ce qui , bien 
loin d'être regardé comme un vice de la solu- 
tion , la rendroit uue solution complette ; et on 
ne sauroit non plus , du moins par les méthodes 
connues jusqu'à présent, déterminer quelle est 
la quantité réelle qu'exprime cette valeur de;r. 

IX. 

Non-seulement on ne sauroit conclure dé 
l'expression que x a dans ce cas , que la racine j 
cherchée est imaginaire; mais on s'est assuré 
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par divers moyens que cette valeur étoit tou- 
jours réelle alors : voici de tous ce^ moyens ce- 
lui cjui m'a paru le plus direct (i). 

Soit reprise la valeur. « Ondëmorfm 

.1 .. r. 2 ccp«adant que 

4e cû , et soi t niis dans cbtte valeur à la place 
ée^^ , a ,etkh place de K^ ya -j. j^p^ gup. 
posé imaginaire, A (/— i ; on aqra . . . . , 
a?==l/ -^a \ bl/ — ï — K « -{^ b [/ — I. 
Cherchons maintenant leis va|ei|r$ de , • . « 

■^ — a-^-b [/ —i et àç—\/a^h (/— i 
par la formule donnée dans la quatrième par- 
tie , article XLVIII , pour l'élévation du bi-r 
nome. 

La première de ces deux quantités devien- 

dra — ^^ + j^z ^i&j/— -i— .±« ^ b^ 

i 11 

Et la seconde , 



a 



1 «« » 5 

.^i il 

-H^Vz ' i63^/_i-t-J^^ ^ ^4— ,etc. 



(x) Je Tai tiré d'un mcpioire de M. Nicole membre 4^ 
|*Académie,anûée i738;p« 99 et 109. 
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et par conséquent la valeur de x sçra la suite 

infinie — 2 /z^-f/ï ^^^H-^n^ ^^^ 
^.^a ^Z^6-h,etc.ou. 

qui ne contient aucune racine imaginaire. Donc 
dans le cas où jf p^ est négatif et plus grand 
que \q q i la valeur * 

^- \H \ ^Ï^?W^-'^^ + '^^^^ 
de .r , qui est alors sous une forme imaginaire^ 

est cependant -une quantité toujours réelle. Mal- 
heureusement on n*a pu jusqu'à présent kii 
trouver une forme réelle qu'en admettant, ainsi 
qu'on vient de faire, une infinité de termes 
dans son expression; oe qui ne peut servir q*j*a 
^prouver que cette valeur est réelle , mais non à 
la faire conno-ître exactement. 

, X. . 

i^iéîliode' oif "'^ Si Ton veut se contenter d'une approxima- 

vXJr a'*."^- ^^^^ ' ^^ pourra faire usage de la série précé* 

chée de jr. dente ; car , eji supposant ^ plus grand que»^ ^ H 

termes de cette série iront en diminuant , et 

par conséquent on pourra négliger les derniers, 

quand ils seront parvenus à n'être que de trèsr 
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jietites quantités. S'il arrive , au contraire ,ique 
4t soit plus petitque h ^ il faudra , <în em- 
|)Ioyant la fomiute du binôme pour trouver 

\/ — a-Arb\/-^i et — }/ tf -h Z> f/ — i, 

savoir l'attention de prendre i6 (/ — • i pour le 

• premier terme du binôme , et a pourle second ; 

Ton aura alors pour. la valeur de ^ ou de 

. y — a \b\/'^\ -^y a\b.^—\ , laquantité 

H- 1 ^~ ^«-.12 A^ * «3 ^. ^ ô-'r ^5 
-tItIï^ ^«7-f-, etc. • 

■ '" ' * ^■^— I I II I I m M 
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•etc. .^qi e^t aus^i réelle .que Tautre . exprès- 
siouy, ex dont tous les termes décroissent quand 
a est plus petit que ù. 

X If 

Nous avons vu , article VII , que des trois Lc« deux au. 

j t,r • o ,* , H 1res valeurs de ^ 

racme3 de I équation jc^ 4-/^ ^ H- f ^= o , celles sont aussi réeik» 

^ • f dans le inéuie 

qui sont exprimées par. . . » . cas. 

sunt toMtes deux imaginaires, .toutes les foi» 
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que ^iç^-^Tfp^ ^toît une quantité réelle; 
nous allons voir présentement que ces deux 
racines sont toujours réelles toutes les fois que 

i^^ ç^'+- TtP^ est imaginaire , c'est-à-dire , tou- 
tes les fois que/; est négatif, et tel que^p^ 
est plus grand que \q^* 

Car si on change, à Taide des dénomina- 
tions qu'on vient d'employer ,' l'expression de ces 
deux valeurs de :r en 

i J^«+Aj/— I — \ J^— ^H-^(/ — I 

et qu'on réduise , ainsi qu'on vient de faire , les 

quantités j/ — « -+- byZ-^iexi/ a-^b^/^i 
en séries , on aura pour ces deux valeur^ dex, 

4. b^ 10 A4 i5±b^ 

9^2^ %^6 a^ 6061 a^ 

. ht/^ bb^ . 2s/^4 374^^, 

-^^ a\ ^ 2.7a^^243ai 656i a^^ 
etc. expression entièrement réelle. 

X 1 1: 

Comme l'équation la plus général^ du itroi» 
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sièmed^gré, représentée par Comment de» 

«Wt réduite à x^^ x'^i,d>^o t^"^^ 

' d^ de 'ifV' + ij'' 

3 3 

OU simplement scî^'-^ yc? x -h 7 = o , par la sup- 
position à^jzszx — Y d^ il s'ensuit que les 
valeurs de j dans l'équatîon généralejj^^^ dj^ 
"i-ejr -f-yt= sont celles qu'on a en résolvant 
cette dernière équation a;3-t-^:r H- ^ = 05 et 
en retranchant de ses trois racines \d. 

XIII. 
De-là , il suit qu'une équation quelconque du , Uncëquatîon 

* * *■ * du (roisic-me de-- 

troisième degré, sera entièrement dans le même g^c a ses trob . 

" • -, ' ^ \ racines rcelles^ 

cas par rapport aux racines réelles ou îmagi-ouune rëciie 

i,r • » 11 j • 1,. . avec deux ima- 

naires , que i équation qu elle produit pari eva* giaaires. 
nouissement du second terme. ' 

Ainsi on voit , en se rappellant les articles . 
VII et IX, que toute équation du troisième 
degré doit au moins avoir une racine réelle , 
et que les deux autres sont toujours , ou toutes 
deux réelles, ou toutes deux imaginairts. 

XIV. 
Pour distinguer lequel de ces dciwc cas aiTÎve ,. Comment oa / 

^ * didliDgnccescas. 
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dans une équation du troisième degré donnéei 
on commencera par en faire évanouir le se« 
cond terme, afin de la pouvoir comparera 
l'équation a-^ -f- yy .r H- y = o ; et lorsque cette 
opération sera faite , si p est positif^ ou qu'é- 
tant nég<jtif , il soit tel que-—/^^ ne soit pas 
plus grand que ^^^ , il n*y aura qu'une racine 
réelle, laquelle sera déterminée exactement pat 
la formule de Tarticle VL 

Si , au contraire , p est négatif et tel que -^p^ 
soit plus grand que ^fj <J y l^s trois racines se- 
ront réelles; mais aucune d'elles ne pounrâ 
être déterminée par la formule de Tarticle VI< 
' à moins qu'on ne se contente d'uneapproxima* 
tion comme celles qu'on a, en transformant cetW 
formule en une suite infinie. 

\ X V. . 
Quelles sonf S'il arrlvoit que ^rP^ fût négatif et égal à 

Jcs racines, lors- , . i i i»/v» i . , i» 

€jue-,vp'cstnë. iq Çf on pourroit trouver de la ditticulte àde- 

gati et = 7 77. jpj.(^;j^(,j. auquel des deux cas précédens Téqua^ 

tionserapporteroit, c'est-à-dire ^ qu'on ixe sau- 

roît s^\ devroit y avoir seulement une racine 

réelle , ou si toutes les trois le seroient , k cause 

que ^ ifP^ -+--4 ^/^ q^i ^st alors zéro^ peut 
• également se compter parmi les quantités posi- 
tives/ 
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ou parmi les négatives ; mais l'inspection des 
trois racines ou valeurs d*.r trouvées précédem- 
ment , décide bientôt la question. Car la pre- 
mière vMeur exprimée par ....*..♦•.. 



3/- 



se réduit alors à — a :.^ ^y , et les deux autres 
valeurs exprimées généralement par ^ 

se réduisent alors à -h 1/ ^ ^ + o , c'est-à-dire , 
qu'elles sont toutes deuxégalesà-hj^^y.Ainsi 

les équations où ^\ ^ ^^tjP^ ^st zéro , sont 
comptées parmi celles dans lesquelles les trois 
racines sont réelles. 

X V L . 



Pour faire pfésentemeîit quelques âpplicà* m^'^hod^ÎT* 
tions dès règles précédentes , supposons d'abord précédentes àun 
qu'on ait l'équation y^ H-Sj^jy- — 3ji^-H 2.5=0 
à résoudre ; on commencera par faire évanouir 
le second terme de cette équation ; ce qui se fera 
suivant l'art. II , en supposant jy =n.r — i , et 
l'équation, délivrée du second terme, que l'on 
aura par cette substif ution > ser^i o?^ -^ 6 ;r -h 3o 

Tomel. Y 
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= oqui étant comparée à a:3-+-j7 a? •f.^^oj 
- donne/? = — 6 , et ^ = 3o. 

Ces valeurs étant substituées dans ^^qq \ 77/?^, 
cette quantité devient \/ ^l'j qui est une quan* 
tité réelle ; ainsi la formule de rarticle VI doit 
donner , dans ce cas , la valeur cherchée de x. 

Si Ton fait donc dans cette formule 

les substitutions de i5 pour^ ^etde 1/217 pour 
At^H"^ tjP^ » cette valeur générale de x de- 
^ vient 1/ — i5-h>/2i7 — ^l/i5 + 1/217 4"' 
est la seule racine réelle que contienne Téqua- 
tion x^ — 6 0? -h 3o = o , et qui ne sauroit être 
réduite à une plus simple expression. Substituant 
ensuite la valeur de x dans réquationjp=: a: — i , 

on auraj/" = }/ — i5-t-j/2i7 — ]/ i5h-|/2I7 
— I , pour la seule racine réelle de l'équation 
proposée j^3 ^ 3 jrjr — 3j^H-25 = o. 

X V I I. , 

. , Si on avolt une équation du sixième degré, 

Autre cxem- ^ o ' 

pie contenant ^f^ Tinconnue ne se trouvât à aucune dimen- 

une équation du 

sixième dp*;rë ^\qj^ impaire , il est évident qu'on la résoudroit 

qui sp réduit au ■ * . . 

troisième. par la même méthode que la précédente , puis- 

•que cette équation se réduiroit tout de suite au 
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troisième degré par une transformation. Qu'on> 
ait , par exemple, ^^ -+- 9 ^4 -f- 89 2 s 4- 55 
= o ; en regardant z z cônrime l'inconnue de 
cette équation , et supposant , suivant les prin- 
cipes précédens, 5 -s égal à une nouvelle in- 
connue CD moins un tiers du coefficient du se- 
cond terme , c'est-à-dire s 2 = .r — 3 , on chan- 
gera cette équation en x^ ^ 12 .t — 8=0 qui 
n'est que du troisième degré , et qui n'a point 
de second terme. 

Comparant alors cette équation avec . . . ... 

a^^-^p 0?+^ =0, ona^ rzsiSj'ç^r^: — 8,. 

et partant f^ ^p^-h^^^c/ zs=z y" So^d'ou œ ^ou 

= jî^4 + j/8o—ï^ — 44-^/80, 
et comnae , par la supposition , z z= ,r — 3 , ou 
J5=+ ^ X — 3, on aura alors l'inconnue cherchée 

z=:± yi^ 4 \]/^o — p - 4+'j/8o-3 

et les deux valeurs que cette expression donne 
en prenant le radical en 4- et en — , sont les 
seules réelles des six que doit avoir l'équation 
proposée. 

En général , qu'on ait une équation telle que éie^^es^^lî ^y 
5-.m^^5.m_f.^^m^«c_o,on la réduira tout It"*^^'^^'"^^ 

Y li 
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de suite à une du troisième degré et sans second 
terme , en faisant -5'"= x — j a. 

X V I I L 

Supposons présentement . qu*on ait Téqua- 
tion x^ -hSa? — 4 =0, à résoudre; cette 
équation n'ayant point de second terme , on 
peut tout de suite la comparer à cc^ -^ px 
-f- ^ = G , et l*on a par cette comparaison 
p:=z3eiç=:' — 4, et comme p est positif, on 
voit, par l'article XIV, que la formule géné- 
rale de l'article VI doit encore réussir dans ce 
cas. Substituant en effet ces valeurs de/; et de 
ç dans la formule générale , 

on a pour la seule valeur de a? 

1/ 2 -f- J/ 5 — ]/ — 2 H-j/5. Si l'on applique 
présentement a cette expression la méthode de 
la quatrième partie , articles XXXV , XXXVJÏÏ 
et XLI , on verra qu'elle se peut aisément 
réduire , parce que a -H (/ 5 est le cube de 
7 -H ^ J/ 5 , et que — 2 -+- >/ 5 est celui de 
— - ^ -h 7 j/ 5. D'où cette valeur de ca se ré- 
duit à I. 

On auroit pu parvenir a cette même valeur 
-de a?'saqs la formule précédente , en employant 



Cinq. Partie. .341 

la régie de la troisièrrtfc partie , articles XII et 
XIII; car on auroit trouvé que a?— • i étoitun 
diviseur exact de la quantité a?^-H 3 a? — 4. 

X I X. 

Soit maintenant proposé de résoudre Péqua* Quatrième 
tion xi -çox -98 = o. En comparant 5«rFafo™diê 
cette équation à l'équation générale x^^+^p x ^^ ^j^îjfûgjjf/, 
-H q =0, ona/?=~9oet^= — 98: 
or 9 p étant négatif et tel que ^/^^ est plus 
grand que \q^ 9 l'équation proposée est de celles 
qui ne peuvent pas se résoudre par la formule 
précédente. Je cherche alors par la méthode 
de la troisième partie , articles XII et XIII , 
n elle n'aura pas quelque diviseur, et ayant 
reconnu qu*elle n'en a point , je me sers de la 
■néthode enseignée , article X , pour trouver 
jne valeur approchée. 

Pour cela, je commence par substituer pour Application 

â, , ^ , i.> de la méthode de 

7 et f leurs valeurs — 90 et — - jfH dans la ror- l'art, x pou^rap 

1 i r y procher desra- 

nule générale iioes. 

st)'a» i • • • • 

jrsss'^ 494-^^—44599—'^ -*49-4-^-a4599 

Y 3 



OUI tarant comparée à Uexpre^bn 

V . — uf-r- ^k — ^ — l^ a-^ à y — iy\t 
«luetle ^t devenue ( article X } la suite infint 
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— -f rc. dijime ^ = — 49, A^ = -4- ^4599 
ini'.i ne i*tgit pius que desubstituer danscettr 

iiiire imiriie. 

Pour aire cette substitution , je commi 
par prendre la racine cube de £4099 , afind"] 
Toir if ; Topératian Êôte , j'ai environ 19 

pour cette racme cube, et partant — oIT»^ 



98 



• est environ |fïf . 



QuarrîtEt ensuite tf , et le divisant par^^,fai 
pour — — environ c,c 976^dônt le quarréOjOOçSl 

est la valeur de — - ; quant à la valeu^ de ~. 

ri drs puissances plus élevées , elle est inutSl ) 
dans cette suite dont la marche eât asse; 
prompte. 

Faisant alors les substitutions des valeurs i 
j— , jy a Ja place de ces quantités , j'ai enWg 
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ron — I , 104 pour la valeur de x donnée par 
la formule de l'article VI; si on veut avoir les 
deux autres' valeurs de x qui doivent aussi être 
réelles, suivant l'article XIV , il n'y a qu'à di- 
viser l'équation x'^ — 90 a: — 98 = o par 
a7-f- 1,104 ^^ ^st à trèsrpeu de chose près^ 
suivantv ce que l'on vient de voir, une de ses 
racines. La division faite , on a pour quotient 
a?»r — 1 , 104 X — 88, 781 , et pour reste 
0,0142 quantité ass^z petite pour être négli- 
gée ; de sorte qu'on peut regarder l'équation 
œ X — I , 104 X — 88,781 =0 , comnfie le 
quotient exact de la division de a?^ — 90 .^ 
-^ 98 == o par 0? + I , T04 , et comme le pro- 
duit des deux racines cherchées. Résolvant donc 
cette équation , on a pour les deux valeurs de 
X qu'elle doAne ,r == o , 55^ + J^ 89 , 0867 , 
c'est-à-dire , + 9 » 990 et — 8 , 886. 

Ainsi les trois valeurs de x dans l'équation ^ 

proposée ,r^ — 90 x — 98 = o sont à peu près 
— ' 1 , 104;-+- 9, 990; — 8,886. Quant aux va- 
leurs exactes , aucune des méthodes connues 

-jusqu'à présent ne sauroit les faire trouver; 
er toute équation , qui ayant , comme la pré- 
cédente, ses coëfficiens rationels, n'aura aucun 

- diviseur rationel , sera de même irrésoluble par- 
ces méthodes , lorsque 77/?^ sera négatif et plus Cj,g irréduc- 

Ni^grandquei^y. " Sd^r"^ 

Y4 
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XX. 
Inconvénient L^ méthode quc nous venons d'employer 

; de rapproxima- * . . . , . 

tion enseignée , pour tésoudre par approxîmatiOH les équations 

orticleX. \, . 1\ j , A i • - . 

du troisième degré dont Jes trois racines sont 

réelles , a cet inconvénient , que lorsque a dif- 
fère peu de i6, les termes de la série qui ex- 
prime la valeur de x décroissent si lentement , 
qu'il en faut un très-grand nombre pour ap- 
. procher un peu exactement de la vraie valeur 
de 07, et que par conséquent les calculs de- 
viennent extrêmement pénil^les. Il est donc à 
propos de chercher quelque méthode plus gé- 
néralement commode. 

X X L ^ 

Autre mëtho- Dans Cette vue, je reprends l'équation 
L''gŒr ^t ^'-^P ^+9 =o , ou plutôt ^3 _^ ^+y = o 
^ratfue"**^^ ( les cas qui échappent à la méthode de l'ar- 
ticle VI ne se trouvant jamais que parmi ceux 
où p est négatif ) , et je me propose de lui 
donner cette forme z^ — z =r qui est plus 
simple , à cause qu'elle ne renferme qu'un terme 
d'indéterminé. 

Afin de faire cette transformation , je fais 
(ï^ ^x m z ] ce qui change l'équation 
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a?3 — ye7^+^=oen zfi = — -5 = — — ~- qui 

mm tn^ 

m'apprend qu'en faisant ;w = — >/ /^ , si ^ est 
positif, et mzzz. \/ p , si q est négatif, je don- 
nerai toujours â Téquation x^-^^p x H-y =0 
la forme 2^ — • z = -h r. 

Je remarque présentement que si cette équa- 
tion est d% celles que la formule de l'article VI 
ne sauroit résoudre , il faudra nécessairement 
que r soit plus petit que j. (/y, ou [/^fy ^^ 
qu'en même-tems il y ait une des racines qui 
soit positive, et plus grande que l'unité , mais 
moindre que [/ y. Car si z surpassoit |/ y , on 
auroit pour r, ^c'est-à-dire, pour ^^ — z un 
nombre plus grand que j/ ~ , et par consé- 
quent l'équation z'^ — z-= r seroit du nombre 
de celles où la formule de l'art. VI réussit. 

Cela posé , je fais 2 = i 4* «T , et substituant 
cette valeur dans l'équation 2^ — • s = r , elle 
donne iicT + Sc/'tr + cr^zzir, dans laquelle je 
remarque que <^ étant une quantité toujours plus 
petite que j/ y — i , c'est-à-dire , plus petite 
cjueo, i55,son cube est plus petit que o, ooSy. 
Or , ce cube étant donc si petit , je vois qu'on 
ne peut commettre une grande erreur , en né- 
gligeant le terme <r^ dans l'équation 2 cT-f-SoTc/^ 
H-cT^-sA-, c'est-à-dire, en se contentant de 



346 Élé'mens d'Algèbre. 

résoudre Téquatinn 2crH-3er<r=z=r. Je résous 
donc cette équation , et elle me donne 



et par conséquent 4; , ou i + <^ = , 

ou simplement :;= ^ puisque 

des valeurs de z on ne cherche que celle qui 
surpasse Punité et qui est positive. 

Pour savoir à quoi peut monter l'erreur qu'on 
commet dans cette méthode , en négligeant le 
terme <t^ , prenons le cas où ce terme est le 
plus grand ; supposons que z ou i ^- cT soit 
(/ j, ce qui ne peut jamais arriver, tant que 
l'équation proposée est de celles qui échappent 
à la méthode de l'article VI. Nous aurons alors 
rzzzrj j/j, et notre méthode nous donnera 

pour valeur de z , , au heu de 

o 

la vraie valeur (/y. Or , il est aisé de recon- 

noître que ces deux quantités ne différent entre 

elles que d'environ un millième ; voilà donc la 

plus grande erreur qu'on puisse craindre, en 

prenant ;z pour la racine positive 
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de l'équation z^ — 2 = r, si cette équation La méiiioa 
est de celles où la forniuje de l'article VI ne aVnseif^ner 

, |. donne a abord : 

peut S appliquer. â un millième 

près. 

Ayant calculé la valeur de z par l'expression 
— : -^ , u faudra la multiplier par/» 

o ^ 

pour avoir la valeur de ^. 
X X I L 



Si on ne trouve pas que cette résolution de 
l'équation proposée approche assez de la vé- 
ritable , c'est-à-dire , qu'on regarde les erreurs 
qui pourroient aller aux environs d'un millième 
comme trop considérables, çien ne sera plus 
aisé que de trouver une autre valeur de la ra- 
cine beaucoup plus exacte , par une opération 
fondée sur les mêmes principes. Après avoir 
calculé cette première valeur de a?, et l'avoir 
nommée pour abréger k , bn imaginera que la 
correction qu'il faut lui faire soit « , c'est-à- 
dire , qu'on supposera que le véritable cû soit 
/r -f-g. Substituant alors cette quantité pour a? 
dans l'équatiou cg^ — p cc-\^ q=: o , l'on aura 
^3^3^2 g 4_3 ^g2_[_ g3 — p ^ — p ^ ^q 

= G, ou simplement ^^ -+- 3 ^^ « -4- 3 ^*g^ 
^^ pli — p £ + ^= o en négligeant le terme t^ 
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qui est bien plus négligeable que ne Pétoit le 
terme «T^ à la première opération, puisqu'il 
est infiniment plus petit. Résolvant ensuite cette 
équation , la valeur de « qu'elle donnera, sera 
la correction , qui , étant faite à la première 
valeur de ^r , en donnera une seconde infini- 
ment plus exacte. 

Si on n'étoit pas encore content de cette se- 
couide , on en trouveroit une troisième en nom- 
mant la seconde valeur /, et substituant /•+-^ 
à la place de x' dans l'équation proposée x^ 
— /?a?-h^=o, et ainsi de suite. 

Mais bien loin qu'on ait communément be- 
soin d'employer des corrections si multipliées , 
on pourra très-sdu vent se contenter de la valeur 
de X trouvée en premier lieu , ou tout au plus 
il suffira , après la substitution de ^ H- « pour 
X dans l'équation .t^ — •/? ^r -f- y = o , de ré- 
soudre l'équation k^ -+- 3 fc^ t — p le — p t 
-1-^;= o ; cVst-à-dire, qu'on pourra non-seu- 
lement négliger le terme ê^ , mais le terme 
3 fc t^ f parce que ce terme est déjà très-petit. 

XXIII. 

Faisons présentement quelque application de 
cette méthode. Soit , par exemple , l'équation 



Cinq. Partie. 849 

js3 ^^ ^; = » En substituant 7 pour r dans l'ex- , -^pplicatioa 

^ i t ^ de cette métho- 

pression 5 , elle deviendra .... 

o , 

S,"^ {/ 2 

-^ , c'est-à-dife , environ 1,1 38 qui est 

un peu plus grande que la vraie valeur de â ; 
mais qui Test de bien peu , puisque i,i37 , 
comme on peut le voir aisément par le calcul , 
seroit trop petit. 

Pour approcher plus exactement de la vraie 
valeur de 5 , on substituera i , 1 38 4- « à la place 
de z dans Téquation z^ — 2 = «j, et Ton aura 
0,002.426739 + 2,885 1 32 6 = o en négligeant 
les termes affectés de s^ et de «^. Cette équation 
étant résolue , elle donne s = — o , 009841 , et 
partant pour la valeur de -s corrigée, i , 187 169. 
Si on avoit voulu faire cette correction plus 
exacte en ne négligeant que le terme affecté 
de «^ , on auroit résolu l'équation 0,002426739 
^2,885i32SH-3,4i46*=o, ce qui auroit donné 
la correction « = — 0,000841 836 , c'est-k-dire , 
pour 2 corrigé 1,137158164. 

XXIV. 

~ Supposons maintenant qu'il s'agissç .de ré- Autre exeiD|Ic. 
'"•«oudre l'équation x^ — i3 ^ -+- 5 == o ; je fais 
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o." = — z (/ i3 , et elle se change en 
z^ — z= - ^ _ ^ : égalant donc A* à 



i3>/i3* ^ i3|/i3 
dans la première valeur approchée ^ , 



^i3Ki3 



de z , cette valeur devient ;r- 

et elle donne par conséquent pour x 



i/, 



3h- 



^ . — ^ c est-a-dire, en- 



viron — 3,704. Si on veut avoir une valeur de t 
plus exacte , on supposera a; = — 3,784 -H « ; 
on substituei-a ""cette valeur dans Péquation 
x^, — 1 3 a- 4- o"^ o , et 1 on aura en négligeant 
lés termes affectés de ea et de e^ , Téquation 
0,010205696 -f- 29,95597 6 = , qui donnera 
8 = — 0,000341 , et par conséquent 
^= — 3,784341 j valeur plus exacte que la 
première. ' 

XXV. 

Rësoîmiondc A prës avoir montré la manière dont on par 

1 équation gcnë-^ ... ,'. , _ T 



- raie 



p Al auatrié-. vient à la solution des équations du troisième 
degré, voyons maintenant les moyens qu'il 
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faut employer pour résoudre celles du qua- 
trième degré. 

Prenant d'abord une équation générale 
j^4 -4- aj^ -h hj^ -\- c j -\' d = o pour re- 
présenter toutes les équations du quatrième de- 
Ç^é , on réduit bientôt la difficulté à ne ré- 
soudre qu'une équation représentée par 
z^^p z^ -^ qZ'\-r'=io j en faisant j^ = s 
— \ a. Ensuite , pour résoudre cette équation , 
ce qui paroît le plus simple , c'est de la regarder 
comme le produit de deux équations du se- 
cond degré , et défaire en sorte que la déter- 
mination des coëfficiens que doivent avoir les 
termes de ces équations du second , ne dépen- 
* dent que d'équations plus aisées à résoudre que 
la proposée. 

Soit pris d'abord 22-4-ir-3-h/=o pour 
Tune de ces équations ; il est évident que l'au- 
tre devra avoir pour second terme — x z ^ puis- 
que lé produit de ces deux équations doit don- 
'ner une équation dénuée du second terme : soit 
*donc pris pour cette seconde équation mz — xz 
'^s =o, eti multipliant ces équations l'une 
' J)ar Tautre , on aura 



x 



* 

I 
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qui , étant comparée avec 1^ proposée , donne J 
pour déterminer s^t^ a-, les trois équations 
s — X x^ t '=-jy , SX — tx^s=iq ^ t s :=zr* 

Pour faire usage de ces trou équations, Je 
multiplie la première par .r., et je l'ajoute en- 
suite avec la seconde équation ; j'ai alors . . 
a SX — x^^zzp .T-h^, d'où je; tirfe 

5^= ï — — que je substitue dans Téqua- 

ac- 
tion t s=zry ce qui me donne 

2 r X 






x^ H-/? a? -h ^ 

Or ces deux valeurs de s et de /étant mises 
dans l'équation s x — / a- = ^ , j'ai enfi»' 
^ x^~i-^px^éf ' 2rx^ 

. La résolution — — r -i^z q j OU 

d'une (fcjuatioa 2 X^'-^-pX-^q 

du quatrième 

degrt? dépend .CP^ -f- 2 /; a?4 -f- VV X^ ..^n^zrzQ . 

d une équation ' '■ '■ * * 

du troisième. , _ 

équation du sixième degré , qui , par la mé- 
thode de l'article XVII , se change en une du 
troisième , d'où la difficulté des équations Ai 
quatrième degré est réduite à ce^le du troi 
tipu^s^petesième. Car cette dernière équation (qu'onap 
rcduue. p^jj^ ]^ réduite ) étant résolue , on n'aoraqu'à 

substituer la valeur de x qu'elle donne di 

11 



- CÎIKQ. P AR tîÊ. . 853 

Ic^s équations z z '-^x z-i-s =o, z z-^ x z 
u^/ = o, ou plutôt 2Z— 'a?js + j|a?a?-H- ^p 

JL U^ zz=oet52 + a7>5 A — =o, 

XX \ p +--^— 

X 

et résoudre ensuite ces équations, ou, ce qui 
revient au même , substituer la valeur de x dans 



les racines 45 



\x±y ^Lxx-^\i 



2 X 



et 2=*=— ^.r t K — +i'^^- 

tfe ces deux équations ; et l'on aura les quatre 
. racines cherchées de l'équation zi-^-p z^ -t-^ z 
■=t-/'=o, et partant celles dej'équation proposée 
^4 H- aj-^ ^- iéj/-^ -\" cjr -f. dz=,o qui l'avoit 
produitév 

X X V ï. 

ïl piaroît d'abord par l'expression dé ces va- 
leurs, que dans le quatrième degré, ainsi que ^ 
dans le troisième , on ne sauroit arriver à une 
^éulé expressioTT pour toutes les racines de l'é- 
quation. Cependantsi on remarque que la quan- trièmrdecrrt^o^* 
' tité X que renferment les deux expressions pré- fcTnir-^Ff^a^j^-. 
çé-dcritês ,■ est nécessairement un radical quarré , foru^uie "^^^^** 
\, TomeL Z 



1 
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puisqu'elle est venue de la résolution d'une 
équation où x n*est élevé qu'à des puissances 
paires , on verra sans peine qiie chacune des 
expressions précédentes peut désigner quatre 
racines , la première s'écrivant alors ainsi . . . 

'5==±ïa; + *^— ^0?^?— ^z^I -^ ,etla 
seconde 



^= + ï^ ±y \xx—^ 



2r 



xx\p'\r--^ 

X 

Ces deux équations paroissant d'abord diffé- 
rentes , on peut craindre de s'être trompé daos 
le raisonnement précédent ; puisqu'il semble 
mener à une absurdité, qui seroit d'avoir huit 
racines pour une équation du quatrième degré; 
mais il est aisé de voir qu'elle n'est qu'appa- 
rente; car l'identité de ces deux expressions se 
réduit à celle de 



^ -r- :7? .7? — ^ 



2 r 

X X' 



a: 



et de '^ — T ^ a: — 7 27 X ^-^ , c'est-à-dire , de 
* ^ ^ 2X 

-^ {xx — ^p -f , et de . 

a.x . ^ q 
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Or , l'identité de ces deux dernières quantités 
ne sauroit manquer d'avoir liefi aussitôt que x 
a été déterminée par l'équation 

puisque cett€ équation se tire évidemment de 
Pégalitè de — \ x x — î /^ + -- et de 

2 X 

— 2r 



XX -^ p J^— 



X 

X X V I I. 



Des deux expressions précédentes , la première 
z=±\x ±y ^\x X —\p + -^ 

^ X 

étant la plus aisée à employer , sera celle qu'il 
faudra choisir, et les quatre valeurs générales 
de 2 , qu'elle exprime à la fois, Sont ..... 



=..^l/- 


-\xx 


'\V- 


9 

2X 


=,.-K- 


.\xx-^ 


■ÏP- 


9 

2, X 
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XXVIII. 

Comme l'équation d'où l'on tire la valeur 

de x^ donne nécessairement trois valeurs de or 

précédées du signe + , et qu'on n'a aucune 

raison pour préférer Tune de ces valeur aux 

autres ; que d'ailleurs on sait qu'une équation 

du quatrième degré ne sauroit avoir plus de 

in£rj'^"ac?n« quatre racines , il vient assez naturellement dans 

du "uamème^" ''^sprit qu'on peut indifféremment cm ployercelle 

degr«i, quelle q^'on voudra de ces trois valeurs de^r précédée 

que soit celle des i ' % r 

racines de la rO- de + , et en tirer cependant touiours la même 

duue qn on ait *" . * ' 

pris*. expression pour les quatre valeurs de z. 

Mais , quoiqu'après avoir un peu réfléchi sur 
la théorie des équations , on ne puisse guéres 
douter que cela ne soit ainsi , on doit souhaiter 
de s'en assurer par le détail du calcul. 

Pour y parvenir, ce qui se présente le plus 
naturellement , c'est de trouver les trois valeurs 
de X précédées de -4- , que donne l'équation 

x^ ■\- 2p xi -j- pp x^ — q^^=iO y 
— \r 

et les substituer ensuite l'une aprt s l'autre dans , 
l'expression . . , 
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"" "" 2 .r 

afin de reconnoître Tidentité des trois différentes 
expressions qu'on auroit par ces substitqtions j 
mais le calcul que cette méthode demanderoit 
est si long , qu'on ne sauroit se résoudre à le 
suivre jusqu'au bout. Voici une autre manière 
de parvenir au (nême résultat. 

Je remarque d'abord que, quelle que soit la 
"Valeur de x quç je substitue dans l'expression 



1/ _ ^ 

générale -5 = + 7 jc + ^ ^^\xa: — ^;; 4.— ? 

^ • M X 

les quatre valeurs de -S , exprimées à la fois par 
cette quantité,' pourront être représentées par ^ 
i-^fcji — ^ , -— f -f- / , — i — / , ou , ce qui 
revient au même , que les quatre facteurs de l'é- • 
quation z 4 -^p z 2j + qz^r=:o pourront être 
représentés par 2— z — ^ ^, z — z+ ^ , 2-f-z — /, 
«-f-*-4-/; /désignant alors la partie ^ a? de là 
valeur de 2, et A et / les deux quantités . ;, • • 

V^ixx^lp — ^ 

* ^ 2X 



multipliant donc ces quatre facteurs les uns par 

les autre» , j'aji l'équation • 

Z3 



358 É L é M E N s d' A L G É B R e; 
zi — ziiz^ — SLÎ fcfcz -t- i4 = o 

-Il —iill 

^kkll 

qui étant comparée kzi'+pzz^ q 2-4-r=o 

donne les équations > . . 

/; = — %ii — hh — ll^q:=. — ^ihh-^- %ilU 
r = /4 — i ikh — iill^-k h 1 1 

par lesquelles l'équation 

x^ -^ ^ p x^ -^p p x^ — q^ -=10 
— 4/- 

se change ^n . . / ; 

x^ — 4//a;4 -4-8 iikkx^ — 42/^4=0 
— ^hk ^diill ^+^îîkkll 



4 



— 2II H- it 



*—tikkll — ^iili 
H-/4 
dont les racines sont 

or , si on substitue présentement celle qu'on vou- 
dra de ces valeurs de x- dans les quatre expres- 
sions content/es dans. , 



ou plutôt dans 

Z=±{x± V ^L:rx\ii\ikk\\ll±'^^ 



X 
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on verra qu'il en viendra également les quatre 
valeurs de z , 

La méthode précédente fournit non-seulement 
le moyen'de démontrer que ks trois racines de 

la réduite 

a'6 + 2/?a?4-f-yc?/7 a?ar—- y^=o, 

donnent le piême résultat par leur substitution 
dans l'équation z4 ^pz^ ^-çrzH- r= o ; elle dw^'uaîron 
met de plus à portée de remarquer une vérité im- g^,?"fn1^"^n^^^^^ 
portante^ur les équations du quatrième degré ; réelles ou toutes 
c'est que leurs racines sont toujours ou toutes ^^^ rëeiies et 

* ' ^ ^ deux imaginai- 

quatre réelle© „ ou toutes quatre imaginaires , ««. 
ou bien que des quatre racines deux sont réel- 
les , et les deux autres imaginaires. Car il n'est 
pas possible 'de faire d'autres suppositions pour 
les quatre racines de l'équation donnée , aussir 
tôt qu'on est assuré , comme on vient de l'être , 
que ces quatre racines sont toutes exprimées à- 
la-fois par la formule • . • • » 



tï^±^-\xx-{plt^ 



2. X 



3Î4 



i 
3^0 El É M EN s p'AloésrKi 



En jettant les yeux sur cette valeur des ra^ 
cines des équations du quatrième degré , on croit 
roit volontiers , à cause que x est un radical 
quarré , que lorsque quelques-unes de ces ra- 
cines sont imaginaires, elles pourront être des 
quantités imaginaires d'une autre nature que 
celles qu'on rencontre dans le second degré; c'estr 
à-dire , qu'au lieu d'être simplement la somme 
d'une quantité réelle , et de la racine d'une quanr 
tité réelle , mais négative , telle , par exemple , 
•qu'est /z-f- {/—b^ elles pourroient être des 
quantités composées de racines imaginaires sim» 
pics, et de la racine d'autres quantités en partie 
Les racines réelles et en partie imaginaires , comme seroit 

iuia'fjinaires du ■ 

quatrième degré t/ — ^«j-K/z-f-i/ — bi mais il est aisé de 

sont de même .... 

naiurcquecellcs s'assurer que toutes les racmes imaginaires du 

dusçcond. , . ... 

quatrième degré peuvent se réduire , aïnsi que 
celles du second , à la somme de quantités 
réelles et de'la racine de quantités réelles néga-* 
tives. Car ayant vu dans les articles précédens 
que , lorsqu'on veut trouver la valeur de js , on 
^ peut choisir à volonté entre les valeurs de,T:r 

que donne la réduite , et remarquant d'ailleurs 
par la tli^orie des équations que cette réduite 
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qui a toujours pour dernier terme ou produit 
de$ racine$ , une quantité çç négative, doit 
par conséquent avoir néce3sairemept une valeur 
dex x positive , on verra que x pourra toujours 
être une quantité réelle , et que , dans ce cas , 



lorsque 



rt. ï— -r 



2, a: ^ 



sera imaginaire , ce ne sera autre chose que la 
l^acine d'upe quantité réelle et négative, 

XXXI. 

Une autre remarque que peut fournir encore 

J'article XXVIII , C*CSt que toutes les fois que (inatre racines 
1 ^ . 1 ... , deux so ut réelles 

des quatre racines deux seront imaginaires et et deux 'miùs^x,- 
deux réelles, la réduite. TotdVxJ'cV"" 

« , ment l'équationi 

X^ -^2.^ X'^r^pp X^-—^ q qz^O 

— 4^ 
sera du nombre des équations exactement ré- 
solubles par la formule de l'article VI , c'estr 
à-dire , qu'on arrivera alors à la solution com«" 

plette de l'équation,. .,..,,.... 

z^-r^-p z^ -^qz^roszo. 

Au contraire, lorsque les quatre racines se- C'est le con 
ront , ou toutes réelles , ou toutes imaginaires , îerquitrlT'ruci- 
Téquation réduite ne pourra pas se résoudre JJf^jj'^^'J^^^J^JJl^ 
par la formule de l'article VJ , et par consé- ^™^S»«^i'^««' 
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quent Von ne parviendra pas en ce cas à la so- 
lution de l'équation 

Ces deux vérités se tirent de ce que la réduite 
x^ — ^iix4'+-S2ikk.T^ — 411 k4= o 

— 2I l -4- A:4 —4/^/4 

+ /4 

est le produit des trois racines a? a? —^ii, 
XX — k k —2 k l — l IjXX — kk^2.kl-^Il\ 
or, si une des deux quantités X: ou /seulement 

est imaginaire , les deux racines 

s^ X — k^ — 2kl — l l^x X — k A-f-i kl — Il 
sont imaginaires , et par conséquent la réduite 
est alors résoluble par la formule de l'article VI. 

Si , au contraire ^ ket l sont toutes deux réel- 
les , ou toutes deux imaginaires, les trois racines 
or.r — 4//, vx'^kk— 2kl — lIyXx-^kk-\-2kl — // 
delà réduite seront toutes trois réelles, et par 
conséquent k formule de l'article Vî ne pourra 
pas les donner ; ainsi dans le quatrième degré 1 
comme dans le troisième, les formules de la 
résolution ne sauroient s'appliquer qu'aux équa- 
tions qui ont deux racines imaginaires. 
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X X X i L; 

Lorsqu'on aura une équation du quatrième . 

degré à résoudre , et qu'on aura formé par son dîsimguer le cas 

-, de quîitre raci- 

moyen la réduite • • • . nés réellesde ce- 
lui des cjuatre 
X^ -^ 2, p X^ -\- p p X^ — ' q ^ = , iinaginaucs. 

— 4/- 

sî on trouve qu'elle échappe à la formule de 
l'article VI, et qu'on se propose de savoir si 
alors le3 quatre racines sont réelles, ou si elles 
sont toutes quatre imaginaires, on y parvien- 
dra aisément en partant des deux réflexions sui- 
vantes qui se présentent assez naturellement, 
lorsqu'on examine la réduite de l'article XXVIII. 

i^.Dans le cas où les quatre racines sont 

réelles, la réduite, 

x^ "^j^ii x^-^-^iihkx^ — 4zzA:4=o,ou 

~!ikk ^^iill ^%iikkll 
^^^2 II -4-/f4 -T— 4zz/4 

— tLhkll I 

+ Z4 ^ 



des quutre raci- 



— 4Û'î< AA~'^^==0 ^ nesrcellc*. 

a nécessairement un second terme négatif et un 
3cmc terme positif , puisque — aX^'^-f^^i;^/ 
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ne sauroit être ni zéro, ni positif, tant que /, ^, /, 

sont des quantités réelles , et que 

ïie sauroit n_pn plus être ni zéro ni négatif dans 
les mêmes conditions. 

^o. Si , au contraire , les quatre racines sont 
imaginaires ; ou , ce qui revient au même , si 
kket 1 1 sont négatifs , la réduite , qui doit 
alors s'écrire ainsi 

a?^— 4/za?4 — 8 iikkx^ — 4£z^4 = o, 

-^s.kk —Sizll ^Siikk II i 

'+•2 11 H-^4 — 4if/4 

^2kkll 

ou , ce qui revient au même 

Conditions X^+'2'Xkk'+ll-^2liy,x4 

des quatre raci- . : __«— . 

jaes imaginaires. _, . 

Xcc^—^iîXkk-^ll 
ne sauroitjamaisayoiràlafois etle second terme 
négatif et le troisième positif; car, si kk^+ll est 
plus petit que a z/, ce qui rendroit le second 
terme négatif, le troisième terme, dont le coeffi- 
cient est k k -+-llXkk +.11 — S î z— ^kkll^ 
«era nécessairement négatif. 



ginaires. 
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X X X ï I I. 
L^inspectîon de réquatîon . • . *.../. Toute ^cjua- 

tion du quatriè* 

24 2 Z Z Z^ — 2 i a: a: 2 — etc. me deçrc sans 

second teime^ 

— kk 'hSLill «M"» ^ ïe iroi- 

sicnie positif , a- 
/ j des racmei inia-» 

donnée dans le même article XXVIII fournit 
une remarque par laquelle on peut reconnoître 
en quelques rencontres, si une équation qui 
doit avoir ses quatre racines , ou toutes réelles , 
ou toutes imaginaires , est dans le premier de 
ces deux cas ou dans le second. C'est que toute 
équation du quatrième degré dont le second ter- 
me est évanoui, et dont le troisième est positif, 
doit avoir nécessairement des racines imaginai, 
res, puisque le troisième terme de toutes ces 

équations représenté par — 2 ii^k ^-+- //X zz, 
nesauroit jamais être positif, tant que//, kk^ll^ 
seront positifs : c'est-à-dire, tant que les racines 
seront réelles. Or , dès qu'on saura qu'une équa- 
tion, du quatrième degré a des racines imagi- 
naires, et qu'on aura reconnu d'ailleurs qu'elle 
doit avoir ses quatre racines ou toutes réelles ou 
toutes imaginaires , on ne sera plus embarrassé 
à savoir lequel de ces deux cas a lieu. 
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XXXIV. 

Lorsqn'on aura reconnu que les quatre ra- 
cines d'une équation du quatrième degré sont 
réelles , avant d'entreprendre de résoudre par 
approximation sa réduite pour avoir la valeur 
de X à substituer dans celle de jz , il sera à pro- 
pos d'examiner par les méthodes de la troisième 
partie , si quelques-unes de ces racines ne se- 
roient pas commensurables. S'il n'y en avolt 
qu'une , on n'en seroit guères plus avancé pour 
avoir les trois autres , puisqu'alors il resteroit 
à résoudre une équation du troisième degré , 
dont les trois racines seroient réelles. Mais , si 
l'équation du quatrième degré avoit deux ra- 
cines commensurables , elle n'ofFriroit plus au- 
cune difficulté , aussitôt que ces deux racines 
seroient trouvées , parce qu'alors il ne reste- 
roit plus qu'une équation du second degré à 
résoudre. 

XXXV. 



*'^'^^^î s^dwi^'^" Lorsqu'une équation du quatrième degré a 



Avantage qti'on 
trouv 
clier 

scuis comnien- Jeux racincs commensurables, on peut les re- 

su rai) les dans la ^ * 

réduite plutôt connoîtrc plus aisément par sa réduite , que par 

que dans la pro- -i i • i 

posce. elle-même ; car il est clair alors que , dans les 
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qqatre valeurs de js, représentées généralement 
par /-h^, / — A, — z -+. / , ,-^ i _ / , / ne pourra 
jamais êtfe qu'une quantité cônimensurable , et 
partant dans la racine :r.z? — ^iide la réduite, 
4 / i représentera une quantité quarrée et com- 
mensurable : or , par cette réflexion f on peut 
diminuer beaucoup les tentatives nécessaires 
dans la méthode de la troisième partie, articles 
XII et XIII , puisqu'il ne faudra chercher dans 
Jes diviseurs du dernier terme qu'une quantité 
quarrée et prise avec le signe — . 

Il enseroitde même si l'équation 
z4 -f-^z 2:4-^2 -4- r= o 
tlevoit se décomposer en deux équations du se- 
cond degré dont les coeffîciens fussent commen-* 
surables. Au liey d'employer alors la méthode 
de là troisième partie , article XIX , il faudra 
employer celle des articles XII et XIII pour cher- 
cher les diviseurs de la réduite , et ne choisir 
parmi les diviseurs du dernier terme que les 
quantités quarrées et affectées du signe — . 

XXXVI. 

Lorsqu'une équation où x est au quatrième 
degré , a deux racines commensurables , ou 
qu'elle est simplement composée de deux divi- 
seurs du second degré, on peut dire qu'elle n'est 
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pas véritablement du 4«™« degré , et il est bied 
simple alors qu'elle se résolve par la méthode du 
second degré ; mais il y a des équations ùéces* 
sairement du quatrième degré, qui se réduisent 
cependant à la méthode du second degré. Telles 
sont les équations traitées dans la Quatrième 
partie , -article XX , et les équations semblablesâ 
z4-4-a a a zz — Sa a6 z^a^z±io 
'^ ^a b zz — /^a^ b 

qui est le produit des deux équations ..... 

zZ'-^^iZ^/ ab^aU'-^Ha [/ a b^^o 
et zz-^-^zy/ ab'^aa+SLa^ a b'=iio 
et qui a pour ses quatre racines. .... . . ^ 

+ {/ab±^ y^ab — a^ ±a.a f/^ab^ 

dans lesquels il n'etitre point d'autres radicaux 
que ceux du second degrév 

On peut distinguer aisément toutes lés équa- 

Manière de . . ^ i • j * 

ronnoitrc les tions qui sont datts cc cas ; car, puisque dans 
qu'i'îriomc'*'' ^es cquations la partie + ^ x de l'expression 

élegré , dont les ^ ' ' ' j- 

raèincbnont j/ ^ , ^ Ç 

point d'antres JLx'^IL '^-*':^XX -p ^ > 

radicaux que 2, C3 

ceux du second- ,,11 . . a 

degré. de la valeur de j& ; ou , ce qui revient au même y 

A la partie i commune aux quatre racines 

i-^kf i — X:, --^i^l^^ -^i-^^lj 
doit être un simple radical du second degré , à 
cause que œ ne monte qu'à des degrés pairs 
dans la réduite ; il faut nécessairement que , dam 

tout<:s 
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toutes les équations de cette nature, la féduite 
Boit divisible par a" .17 i une quantité commen* 
durable : or , les diviseurs de cette espèce sont 
aisés à trouver par là méthode des articles XII 
let aIÏÏ ^e la troisième partie^ 

5c X X V I L 

Lorsqu'on aura reconnu que les quatre racU^ ^^j^^^^p^^^^^^^ 
hes d'une équation, du quatrième degré sont ^^o^des^des*^"^ 
toutes réelles , et que cette équation n'a âu* fl^'Ji'sî'^^'eUeifiont 
cun diviseur commensurablè nî affecté de fa- récites^ 
flicaux du seciori'd degré , on cherchera une des 
racines de Sa réduite par la nléthode d'approxi- 
mation enseignée article XXI , et après l'avoir 
ifeubstituée à la place de et dans la fofniule gé- 
nérale. . k ^ w . * i . k . . . V . V w . . . . . * 



on aiifa les valeurs approchées des quatre râ» 
tines cherchées* 

X 5C X V II L 

Dans la vue d'appliquei' les règles prècè* ' Àpplicntlon 
dentés s soit prisé pour exemple l'équation JrLéa^^^^^^^^ 

tan exemple. 

^44-3-^24^ a:âr — 3 = o; 
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En comparant cette équation à Téquation géné- 
rale J^i'hp^^'+'Ç^'h risro,on aura* 

^z=3, ys=a, rsss — 3. 

Et ces valeurs étant substituées dans la réduite 
générale « 

— 4/- 
•la changeront en , 

Pour résoudre cette équation , soît d'abord 
fait :ï?^ = 1/ — a , afin de faire évanouir k 
second terme , et la réduite se changera en 
u^'\- gu — 3o =: G ; laquelle . suivant Tarticlc 
XIV, est de celles qui n'ont qu'une racine de 
réelle , et est par conséquent dans le cas d'être 
résolue par la formule générale de l'article VI; 
d'où l'on voit que l'équation proposée aura deux 
racines réelles et deux imaginaires , et qu'on 
parviendra par conséquent k les exprimer toutes 
les quatre par les formules précédentes. 

On auroit pu reconnoître (article XXXIII) 
que cette équation devoit avoir des racines ima- 
ginaires , par cela seul , que son troisième terme 
i z avoit un coefficient positif. 

Résolvant maintenant l'équation. ..... ,,i 

u^'+'^u — 3osOy 
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parlafbrmulederart*VI,onapoui* sa racine réelle 

Donc + '^z^ — a j ou» *.»..***.».♦ ; 
^±=+ j/'j/^iô -f-6 j/'7 -f. j/'iS-— 61/7— 2* 

Si on substitue ensuite cette valeur de x dand 
la valeur générale ^ . « . « « .«..«**•*« • 

Ijui est dans le cas présent» * * 



*•**•«•* • 



oii aura pouf les deux facînes réelles de Péqua- 
tion proposée» »•»»»»»•»».. ^ ; ». » • 

z^ — \Y}/ îô-i-6 j/7-h|^'i5— 61/7 — a 
et pour les tleuic iniaginaires. ... w .,».». , 



a 

TTi 1 I I I I r-i-h [|>ii 



'■- • -" ~ " 



V^ i/i5-4-6v/7+i/Î5*-5i^7- 

Aàâ 
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XXXIX. 

Autre exemple. Soit présentement réquatîon 

z^ — 6z2H-8z-^ I =0, 

en la comparant à l'équation générale , on en 
tirera p = — 6,^ = 8,/-== — i, et partant 
la réduite sera .T^ — mx^^^ox^ — 64 = 0. 
Si on suppose x^ = « -f- 4 , afin que le second 
ternie disparoisse, on aura u^ — 8 // — Sa = o, 
qui, étant comparée à la formule générale de 
l'article VI , donnera une seule valeur réelle , la- 



quelle sera y xb-^- — t. -H ^ ic 



3p/3 3j/3' 

OU 7/ == — *^ --— "^ 

qui, en se servant de la méthode de la qua- 
trième partie , article XXXV, se réduit à 



sXH-l/3 — sXi— f/^S 
u = —r = 4* 

Substituant présentement cette valeur de z/dans 



a: = J^ // -+- 4 , on aura .T = |/ 8 , par laquelle 
on changera l'équation générale 
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enz=+ 1/2 + f^i 4. i/2. qui donne pour 
les deux racines réelles de l'équation proposé^ 

— • j/'a + ^i -+- |/2, et pour les deux imagi- 
naires H- j/2 + ^1 — |/2. Ainsi l'équation 
proposée z4 — * 6 z^ H- 8 2 — i = o est de celles 
<]ui peuvent se décomposer en deux équations du 
second degré , dont les coëffîciens sont incom- 
mensurables ; car chacune des doubles racines^ 
précédentes sont les racines des équations 

zzH-2zj/ja-t- I {/2=:0 

et zz — 2z ^/2.-4- I •+- J/2 = o. 

On auroit pu , sans appliquer la formule de 
l'article VI, et par conséquent sans avoir besoin 
de la méthode de la quatrième partie, article 
XXXV, résoudre l'équation 

^6 — 12 j?4h-4o^^ — 64=0, 

en employant la méthode de la troisième partie, 
articles XII et'XIII ; car on auroit trouvé , par 
cette méthode, que cette équation avcit pour 
diviseur a? a? — 8= o."^ , 

X L. 



Soit l'équation Troisième 

* exemple. 

/jr4-f- lôj^^H- 99jK^-+-^^8j^H- 144 = 0. . 
En substituant dans cette équation z — 4 pourj^» 

Aa3 



^ 



r^ 
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afin de faire évanouir le second terme, on la 
changera en z4 •4-,3 z^ — 65^ z ■+• 48 = o , qui , 
étant coi;nparée à l'équation générale 

donnera/; = 3, 7 = — 5a , r = 48 , et partant 
la réduite x^-{- 6 xi — i83 x^ — 2704 = o , de 
laquelle faisant évanouir le second ternie parla 
substitution de // — a à )a place deà:^, on tirera 
u^-^ igS u — ^3:2:2 = o , qui est résoluble fir 
la formule de l'article VI , et fait voir par consé- 
quent que l'équation proposée est de celles qu'on 
peut résoudre exactement, c'est-à-dire, de celles 
qui ont deux racines réelles et deux racines ima* 
ginaires. Pour les trouver, soit donc employée 
la formule de l'article VI, à résoudre l'équation 

7^3 — I pS 7/ -— 23ia = o , 

on aura pour la seule valeur réelle qu'elle donne 

W ^^ y 1161 -f-\/i073ay6 •"' J/^ — 1161 4* \/ 107329b 



qui se réduit à 



"^iiôi + ioSô — }/— 1161 •+- io36, 
ouà j/2i97H-l/i25, ou enfin à iSîsubsti* 
tuant présentement, cette valeur de u dans. . , . 
o? ==5 ^li^ »— ^ , on a .r = ^^16 =: 4 qu'il ne s'a^ 
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gltplusquedesubstituerdanslavaleurgénéralede 



on aura, par cette substitution, pour les deux 
racines réelles de Téquation. . . . 



/ 



ou z = 2 + I, c'est-à dire , ou 3 , ou i , et pour 
les deux racines imaginaires 

Z:=-2 ± l/I^JZHJou Z — - 2 ± y^^^^TZ 

Substituant ensuite ces quatre valeurs dans 
y:=z — 4, on aura pour les quatre racines de 
J'équation proposée 

j^4-h i6jr^ -+- ççy^-h 22Qjr'i' 144 = 0; 

jr=---i;jr — — 3;j = — 6± ^^12. 

On auroit pu trouver ces racines tant par l^ mé- 
thode de la troisième partie, articles Xll et XIII, 
que par celle de l'art. XXIV de la même partie,, 
en les cherchant dans réquatioh.. 

j>^4-t- i6y3-h 99jK^ 4- S28 j -h 144 = o. 

Car, par la première de ces méthodes , on auroît 
trouvé les diviseurs simples j^+ i ^j^ -4- 3, et , 
pour quotient j^ 4- 12 7 H- 48 ; et la seconde 

A a4 
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Duroit donné les deux diviseurs du secx)nd degré 

On auroit encore pu trouver ces racines bien fa- 
cilement, en cherchant les diviseurs de la réduite 
par le moyen de la méthode des articles XII et 
XIII delà troisième partie, et en ajoutant à cette 
méthode ^attention de ne choisir parmi les divi- 
seurs du nombre 2704, que des nombres quarrés, 
et de ne les employer qu'avec le signe ■'—. On au* 
i'oit trouvé alors queja réduite a pour diviseur de 
cette espèce cc^-^ 1 6 isn; q , qui donne ô:; *;:; 4, 

X LI, 

[jiinjHèw^ SoitTéquation z^^ 1 1 z^'^2z^56:;=o.En 
la comparant a ^-f4-/7z2^^z-f-r=o, il vient 
^ =3; II , ^ =3û — 2 , r = 56 ; d*où la réduite est 
«^ H^. Z^ ^^ y^ Iq3 vP^ *-^ 4 == Q , qui deyient 
l/3 ,-^ Z|i /^ -4^ ^^ ♦^ 0» après avoir fait éva- 
nouir le second terme, CeUe équation étant de 
celles qui échappent h 1^ formule de l'article VI, 
l'équation proposée doit être , ou de celles qui 
ont leur^s quatre racines réelles, ou de celles 
qui les ont toutesr quatre imaginaires ; mais 
à cause du terme positif 1 1 ^^^ Jj fa^t (article 
XXXIII ) qu'il y ait des, v^çin^i imaginaires. ; 
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donc toutes les quatre racines le sont. On par»- 
^ient ensuite à réduire ces qviatre racines ima- 
ginaires à de simples racines imaginaires du se- 
cond degré, en cherchant par la méthode des ar- 
ticles XII et XIII de la troisième partie , les di- 
viseurs de la réduite. Car, trouvant xx:^ 4 pour 
diviseur de cette réduite,il s'.ensuit que lesquatre 
iracines de l'équation proposée sont , , 



XL IL 

Soit maintenant Téquation z4— 5z^-i-42+i29=:o, Cinquîémo 

.1 . . exempls. 

cjui donne, par sa comparaison avec. ...•..• 

;?=;: — 5, ^ = 4» ^ = ^9» 

fCt par conséquent la réduite , , 

x^ — ioa?4 — 91 a?2— 16 = 0; 

laquelle , en faisant :r 2= u -H ^, se changera en 
^î^ — ^ u — ' ^^— =0. Or , coipme cette équa-- 
trion est de celles que la formule de l'articl? VI ne 
fcauroit résoudre, c'est-à-dire, de celles qui ont 
leurs trois racines réelles, il s'ensuit que les ra* 
cfinès cherchées de l'équation z4 — ôz^-^^z 
^f, ^9 ;;s; SQPt OU toutes quatre réelles, ou 
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toutes imaginaires. Et si on se rappelle qu'on A 
vu , article XXXII , que , lorsque l^s racines soitf 
toutes réelles, la réduite a le second tet^me néga- 
tif, le troisième positif, etc. on en conclura quç 
la proposée est dans le cas d'avoir toutes ses ra- 
cines imaginaires , à cause que le troisième terme 
-•^ 91 x^ de sa réduite estnégatif. 

Mais , par aucune méthode connue , on ne sau- 
roit parVenir, ainsi que dans l'exemple |)récé- 
dent, à donner à ces quatre racines imaginaires 
la forme ordinaire de»s racines imaginaires du 
second degré (*) , parce que la réduite n'ayant 
aucun diviseur commensurable , la proposée ne 
sauroLt .avoir ni des diviseurs commensurables 
ni d^s diviseurs affectés de simples radicaux 
du second degré. 



X L I I L 



SîxîAme Soit l'équation z^ — Sslzz — 16 z — 2 =0, 

exeu,pie. ^^j donpe// = — 3a , > = - 16, r= — a, i 
et par coi^séquent la réduite. ...*.........• 1 

œ^ — 6/[a:i -4- 1 082 x^^^ 256 = o. 



(*) En quantités qu'on puisse obtenir pigourcuscmçnt/ 
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Cette réduite ayant, comme on peut aisé- 
ment s'en assurer , ses trois racines réelles , fait 
voir que la proposée doit avoir toutes ses racine» 
réelles ou toutes imaginaires ; on s'assurera faci- 
lement par l'article XXXII , que c'est le premier 
de ces deux cas qui a lieu. Qu'on cherche main- 
tenant^ par la méthode des articles XII et XIII 
de la troisième partie , les diviseurs de cette ré- 
duite, et l'on trouvera j^o? — 3^, qui, au 
moyen de l'expression générale # 



1/ ^ Q 



donne pour les quatre racines cherchées. 



i 

r 



XLIV. 
5Qit ^présentement l'équation. • . . * Septième 

exemple, 

^4 — 18 z^H- z -+- 70 = O, 

qui donne lia réduite j::* 6—- 36ap4-t-44^^~i=o, 
ou tt3 -^ 388 u — 2929 = o , en faisant éva- 
nouir le second ternfie par la supposition de 
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Or, comme cette écj[uation a ses trois ra- 
cines réelles , et que le second terme 36 ssi 
•est négatif, tandis que le troisième 44 a?^ est 
positif, il s'ensuit , par l'article XXXII, que la 
proposée a ses quatre racines réelles. De plus 
la réduiten'ayant aucun di viseur commensurable, 
ainsi qu'on peut s'en assurer , par la méthode des 
articles XII et XIII de la troisième partie , il faut 
se contenter de trouver par approximation les ra- 
cines cherchées. 

Pour cela, on commencera par employer la 
méthode de l'article XXI, à la résolution de l'é- 
quation u^ — 388 w — ^929 = G, et ayant trouvé 
22,74 pour la valeur de Uy on la substituera dans 

Téquation x = f^u -H 1 2, ce qui donnera 6,894 
pour xj et en substituant cette valeur de ar dans 



1/ _ ^ 

z= + ^.T+ ^ — ixa: — iP + 

on aura pour les quatre racines cherchées 

-H 3,426,-4-2,468, — 2,3i5; — 3,579 

qui seront fort proches des vraies : pn en auroit 
eu de plus exactes , si on avoit poussé plus loin la 
méthode de l'article XXI pour résoudre l'équa* 
tion w^r- 388 « — 2929=: o. -- 
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X L V. 

Après avoir vu dans les résolutions, des équa- , 
^îons , tant du second que du troisième et du 
quatrième degrés ^ commeilt , à l'aide des si- 
gnes radicaux, on parvient à ejtprimer la va- 
ledr de l'inconnue dans ces équations , il peut 
venir dans l'esprit de chercher par quelle 
opération on retrouveroit les «équçitions qui 
auroient amené une expression radicale don^ 
née. On peut se proposer, par exemple, de 
savoir quelle est l'équation dont la racine se- 

ï-oit jc = ]/aè^ H- j/zz^ ô 4- \/a^Cj celle dans 



laquelle jr seroit [/a^^ ^3 _ j/ a^ — ^3^ etc. 

Pour résoudre tous les problêmes de ce genre, 
ou , ce qui revient au même, pour faire évanouir 
les radicaux d'une équation quelconque , on s'y 
prendra de la manière suivante, qui étoit bien 
^isée à imaginer, après ce qui a été enseigné 
xlans la deuxième partie , article XXXV. 

On mettra k la place de chaque radical une . . Majiîirc dé 

■ r i faire évanouir 

inconnue , et l'on aura par ce moyen , ^f,* ra^^jcaux 

' * . -^ d une e(]uatiôii 

quelconque. \ 

>^ i^. Au lieu de l'équation donnée, une nou- 
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velle équation qui ne contiendra plus de radi* 
eaux ; SL^é autant d'équation« à deux termes 
qu'il y avoit de radicaux dans Péquation pro- 
posée. Or, chacune^ de ces équations à deux 
termes sera délivrée tout ,de suite de ses radi* 
eaux , en élevant ses deux membres à la puis- 
sance indiquée par l'exposant dju sigiie radical 
que l'un de ses deux termes contiendra : donc il 
n'y aura plus qu*à chasser de toutes ceç équations 
délivrées de radicaux les inconnues introduites^ 
opération que l'on a enseignée à Tarticle XXXV 
de la seconde partie. 

Exemple. Pour éclaircîr ce qu^on vient de dire parurt 

exemple, soit proposé de faire évanouir les radi- 
caux de Téquation x s= ]4 ab^ -4- ^ a d^é Ayant 

fait [/ ab^^jyQty^ ad^^Zj onaurales troiséqaa- 
tions jri=î=j^-hz,jy'^.=£t/2^3^ z^^=^ad^*^ 
tirant de la première j^ = a? — z, et la substi- 
tuant dans la seconde, il viendra. . * . ^ • . , • * 
(t^ — Sx^z-^Sxz^ — Z^=i:ab^, 

delaquelle, avec le secours de Inéquation Z^ :acad^t 
il ne s'agit plus que de chasser js- 

Pour cela, je commence par mettre dans la 
première de ces deux éx|uations. « 
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àla place de z^, ad^(\\xt donne la seconde , et elle 
devient a:3 — Sx^z-H 3-iz^ — ad^=:ab^^àQ la- 

quelle je tire z 2= : 

; 6x 

\ multipliant ensuite les, deux niembres de cette 

I équation par z , et mettant à la place de £^ sa va-* 

!eur/z//s j'ai une nouvelle équation. •.••«..•• 



ad^^ssi 



ad^z-^ab^ z-^^x'^ z^^x^ zz 



'9 



qui 



i 3a? 

Sad^x-'^ad^z — ab^z^x^z 



donne zz=s- 



3x^ 



J'égale alors ces deux valeurs de 5 s , et j 'en tî re 
une équation où z n'est plus qu'au premier degré, 

. , , ., . œ^'+'^ad^x -^ ab^x 

'■ je la résous^ et 1 ai -5= ; --. r— , 

' ' ab^^ad^^ax^ 

qui étant substitué dans Tune des précédentes , 

par exemple, dans 

a:^— • 3 J?^5 -h 3 a? ^a — /z^^ = « i6^, donne enfin 
l'éqùation^rs — ^d^jc^ — 3ab^x^+3a^bix^ 
^3a^dix^ — 2ia^d^b^x^^a^b^^3a^bU^ 
l 4-3 a^diù^-^- a^d^f qui ne contient d'autre în- 
} connue que celle qui étoit dans la proposée , et 
qui est délivrée de toute quantité radicale. Onsc 
tireroit de la vmême manière de quelque équa- 
tion qu'on eût. 
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Quelquefois lf»s équations proposées sont 
eées à délivrer des radicaux, qu'il est in 
d'avoif recours à la méthode précédente, et 
suffit de transposer les termes et d'élever les 
membres à la puissance indiquée par le ra 
qui est seul alors dans un des membres. Pat e 

pîe, si on avoit Péquàtion x^=^j^\/ a^\/ 

en passant j^ dans le premier membre, e 
vant rûh et l'autre à la troisième puissance 
aura une équation qui ne contiendra plus d' 

radical que ^a^x\ Mettant alors ce terme 
d'un côté et élevant les deux membres au qu 
on aura une équation qui ne contiendra pli 
radicaux. Il en seroit de même dans beaucoi 
rencontres. 



FiJN DU PREMIER VOLUMK. 



TAI 



385 



TABLE 



t 



DES MATIERES. 



PREMIERE PARTIE. 

De la méthode Algébrique d'exprimer les Problèmes par 
des équations f et de la résolution des équations du 
premier degré* 

V 

1. X-^xEH]»LE d'un Problème semblable à ccuic que lei. 
premiers Algcbristes ont pu se proposer. a 

Solution de ce problème telle qu'on lu pourroit trouver sans 
Algèbre. % 

IL Méthode Algébrique d'exprimer le problème précédent. 3 
Le' signe -^ indique l'addition. . 4 

Le signe =: marque V égalité. 4 

Une équation est l'égalité de deux quantités. 4 

On résout une équation lorsqu'on trouve la valeur de l'in- 
connue qu'elle renferme. 4 • 

III. Résolution de l'équation qui exprime le problème précé* 
dent. 5 

Le caractère — indique la soustraction 5 

IV. Autre solution du problème précédent. 6 

V. Autre exemple du problème précéde^it. 7 

VI. Troisième exemple du problème précédent. 8 
Le signe X indique lu multiplication. ^ 8 

VIL Nouveau problème de même nature que le précédent. 9 
VIIL La solution analytique d'un problème a deux parties. x x 
Dans la première on v exprime ce problème pur une équa- 
tion. 15^ 

TomeJ. Bb 



366 TABLE. 

Dans la seconde on r^soat cette équation. it 

IX. Les équations du preibier de^c sont celles oà l'inconnue 
n'est inultipliëe ou divisée que pardes quantités connues, ii 

X. Les termes d'une équation sont ses parties séparées par les 

signes -{• ou —. i5 

XI. Tout terme peut être passé d'un^ôté de l'équation h Fantre, 
en changeant de signe. i4 

XI L On appelle membres d'une équation les denx parties sé- 
parées par le signe ^. z4 

XIV. Manière de faire évanouir le multiplicateur qui affecte 
l'inconnue. i6 

XV. Manière de faire dîsparoitre le diviseur qui affecte l'ia- 
connue. lù 

XVI. Exemple d'équation du premier degré résolue par les 
principes précédens. 17 

XVIL Manière de faire évanouir les fractions d'une équation. 17 

XVIIL Autre méthode par laquelle on les fait toutes évanouir. 1$ 

XIX. Troisième problème. 21 

On emploie une barre en Algèbre comme en Arithmétique 

pour indiquer la division. si 

XXI. Autre solution du même problème. 34 

XXII. Quatrième problème. a5 
. Manière dont on exprime les proportions en Algèbre. a6 

XXIV. Solution du problème précédent pris généralement. 29 
On emploie les premières lenres de l'alphahet pour expri- 
mer ce que l'on connoit , et les dernières pour ce qu'on 
ne connoit pas. jo 

Les lettres qui se suivent sans aucun signe entr'eOes , sont 
censées se multiplier. 3o 

XXV. Application de la solution précédente à des nombres. 56 
Autre application. 36 

XXVI. Cinquième problème. 3y 
XV VII. Exemples en nombres. ^ 

Autre exemple. 3q 

XXIX. Les règles des articles X et suivans suffisent pour les 
équations littérales. 4^ 

L'application de ces règles a donné naissance à plusieurs opé- 
rations de l'Algèbre. 4' 



*ih A fe t Ë.. ???. 

t^i^eitlier elsieixtple dj» résolution d'équations littérales. 4i 

XXX. Deuxième exemple de résolution d'équations littorales. 4^ 

XXXL Réduction des quantités h leur plus simple exprès^ 

sien. _ ^a 

On appelle termes positifs > ceux qui son.t précédés dé -f>; né-^ 

gatifs f ceux qui sont précédés de -««. 4^ 

XXXII. L'addition algébrique est la m^mQ opfération que la 
précédente. 44 

XXXIII* Comment Ton peiu^ dire que l'on ajoute ui^ç quan- 
tité négative. 45 

XXXiy. On tire encore de l'opération précédente la soif$trac- 

tion algébrique. 4^ 

Procédé dé la soustractiouè 47 

XXXV. On aiigmente; une q^iantit^ lorsqu'on en. soustrait une 
quantité négative. 4^ 

XXXVL Troisième exemple de résolution d'équatiops litté- 
rales. 49 

XXXVII. Unctiiffre placé au-dessus et à droite d*uuc lettre , 
désigne ce qu'elle auroit été répétée de fois par 11 inulti'* 
plication. 5o 

Kt dans ce cas la lettre est dite élevée, à la puissance exprimée 
par ce chiffre qu'on appelle exposante 5i 

Les chiffres qui sont h gauche sm la même ligue , sont nom-» 
mes coëfficiens. ôx 

XXXVIII. Quatrième exemplie de résolu]ii/on d'équations litté- 
rales. 5i 

XXXIX. Les quantités incompîexes sont celles qui n'ont qu'un 
terme* 55 

Multiplication des quantités incomplexes , tir^e des deux 
exemples précédens. àp 

XL. Cinquième exemple de résolution.d'équatlons littéla^s. 5$ 
XLI. Division des quantités încomplexes, tirée ^e cet .exem- 
ple, 55 
XLII. Sixième exemple de résolution d'équations littérales. 56 
Usage des barres au-dessus des .quantités , le même que celui 
des parenthèses. Sy 
XLIII. Mult iplicalio des quantités complexe^ du fiolynomc» 
tirée de l'article précédente ^^ 



388 TABLÉ, 

Exemple âe multiplication de polynômes* Sg 

XLIV. Principe fondamental des multiplications. 6t 

XLV. Méthode qu'il faut suivre dans la multiplication. 6i 
XLV I. Application de la mdthode précédente & un exemple. 6a 
XL VII. Sixième exemple de résolution d'équations littérales. 65 
Manière défaire la division indiquée dans cet exemple. 65 
XLVIIt. Méthode générale pour les divisions des quantités 
complexes. 66 

Manière d'éviter tout tâtonnement dans la divisîou. 68 

Ce que c'est qu'ordonner une quantité par rapport à une 
. lettre. 68 

XLIX. Application de la méthode précédente à un exemple* 69 
L. Autre exemple. 7a 

LI. Attention qu'il faut avoir en ordonnant , lorsqu'il y t 
plusieurs lettres. 75 

LU. Problème dans lequel on emploi^ deux inconnues. 74 
LIV. Application de la solution précédente & un exemple. 9$ 
LVr Autre problème où l'on emploie deux inconnues. 81 
LVII. Exemple du problème précédent en nombres. ^ 

LVni. Autre exemple. 85 

Singularité des expressions où l'on arrive dans cet exemple. 85 
Manière de reconnoitre ce qu'elles peuvent signifier.. ^ 

LIX. Théorèmes généraux concernant les signes des quotiens 
ou des produits. 86 

LX. On démontre que — b par — «i est -^ b d , quoique ces 
quantités ne soient précédées de rien. 87 

LXr. Les autres cas se démontrent de même. 88 

LXII. Comment la valeur négative qu'on a trouvée résout le 
problême. 88 

LXIII. Les inconnues devenant négatives , doivent être prises 
dans un sens différent de celui de l'énoncé du problème. 90 
Il en est de même des connues. gp 

LXI V . Exemple de l'usage des quantités connues faites néga- 
tives. (JO 
LXV. Autre exemple du même usage des quantités connues 
faites négatives. , gj 
LXVI. l)eux équations du premier degré à deux inconnues, 
peuvent toujours ctretapportées aux précédentes. 03. 



TABLE; 389 

Exemple. g4 

LXVIl. Autre exemple. 95 

JLXVIII. Autre manière de résoudre le même exemple, 99 
LXIX. Comparaison de deux solutions précëdentes. 100 

XjXXI. Méthode générale de trouver le plus grand commun di- 
viseur de deux nombres. io4 
LXXIII. Méthode générale pour trouver le plus grand com- 
mun diviseur des quantités Algébriques* 108 
LXXIV. Premier exemple. 109 
LXXV. Second exemple. ixi 
LiXXVI. Troisième exeiAple. 112 
LXXVII. Autre manière de résoudre le même exemple. 1 14 
JLXXVIII. Autres quantités dont on trouve le plus grand com- 
mun diviseur , sans la méthode précédente. 1 14 
LXXIX. Lorsqu'il y a trois inconnues dans un problème , il 
faut trois équations pour le résoudre. 11 5 
Comment on dégage les inconnu^ de ces équations. i 16 
LXXX; Problème dans lequel on emploie trois inconnues* 116 
LXXXL Manière d'abréger les calculs par des dénominations 
particulières. ï^'9 
LXXXn. Exemple du problème précédent en nombres, lao 
LXXXIIf . Tous les problèmes du premier degré à trois incon- 
nues peuvent, étant mis en* éiq^ations ^ être compris dans 
le précédent* 121 

S E C ONDE PARTIE. 
D^ la résolution des équations du second degrés 

I* Problème qui contient dans sa généralité des problêmes de 
tous les degrés* isS 

II. Equation du problème précédeht pour le second degré. 127 

III. Pour le troisième degré-. 128 
ÏV. Pou* le degré n. 129 
V. Manière d'arriver à la solution générale des équations du se-> 

cond degré. 129 

Le signe ^indique la racine quarrée» i3* 

Bb3 



B^o ' , * A 6 L È. 

Vï. La racine quarrêo,d*uue quantité est aussi bien négative 

que positive. î3i 

Une équation du secorid degré a deux racines , c'eat-à-dire , 

deux Valeurs 'd*j:. i3â 

VII, Formule contenant ces deux racines, i3a 

VIIL Application delà formule précédente h l'équation de 

l'artrcle II. i3îi 

JX, Réduction de là vçileur &x eh formait la racine dn pro* 

duit par celles des produisans. - x35 

X. Exemple de ce problème, x34 

^I. Autre exemple. i36 

iXil. TroisréMie exemple qui , demandant la racine dMiiequan* 

tité négative y est impossible* . ^ i36 

î ^cs racines sont dites îmagtaaifces,. iSy 

IKIH; Qloelles sont: les équations. /du second degi'é.y 'dohl I^s 
"« racines sont imagiiuiirtis, !.. , ^. . iSy 

'"yiV. Résolution des équUtions du second d^(^« wns les com- 
r':-' parera la fonnulê générale. iSy 

'X:y. Autre problème du second degté. i38 

XVL Des deux valeurs précédentes, l'une est ndcestMiirement 

positive, r;liutr« tiëgdtive< . • . ' i4* 

-XVII. Usage de la vàkur négative. i4^ 

XX. Nouveaux exemples 4^ ré&olutionfî d'équations du second 
- - degré. .:. '4^ 

XXI. Procédé de Texyaction de la racine quarrée expliqué 
sur un exemple, 1^9 

XXII. Autres exemples d'extractions 'de racines quarrées- i5o 
XXUI. l&xemples de réductions de quantités radicales. i5a 
XXlViX'es'qua'ntîtés'qiiin'oh^ Ipbiht de racines éxaères, sont 

dites incommensurables ou irrationelles. i52 

ÎZ-iitldinoi^ et lu'soinstraction de ces iqiiântités ne suppoienlque 

leur réduction. i53 

XXV. Multiplicatron de«pinc6inàicnsurablcs, i53 

XXVI. Division des incommensiurables. î55 

XXVII. Problème du second degré demandant plusieurs in- 
ronmieç* i56 

XXVIII. Autre manière de résoudre les équations |)récédcn- 
tes, j59 



TABLE, Sjt 

IXXIX. Exemple d'équation du second degré à deia inconnues, 

plus compliqué que le précédent. 160 

l^quation finale à laquelle conduisent ces équations, 161 

XXX. A,utre manière de traiter le me me exemple. 162 

XXXIL^ étant à un degré quelconque, et x seulement au se- 
cond degré , on troiteroit de même les deux équations. 164 

XXXIH. Ce qu'il faudroit pour arriver à l'équation finale , 
lorsque x seroit.au troisième degré. i65 

XXXIV. Ce seroit la même chose , si a: montoit à des degrés 
plus élevés. 167 

XXXV* Et s'il y avoit plus de deux inconnues | on parviendroit 
de même à l'équation finale. 167 

TROISIÈME PARTIE. 

Oh Von donne quelques principes généraux pour les équa^" 
lions de tous les degrés y avec la méthode de tirer de 
ces équations celles du premier et du second degré 
qu'elles peuvent renfermer» 

I. Manière de former une équation par le moyen de ces ra-* 

cines. 170 

II. Une équation a autant de racines que de degrés. 171 
m. Propriété des équations de tous les degrés. 172 
IV. Dans une équation sans second terme , la somme des racines 

positives est égale à celle des négatives. 17 5 

V.Une équation qui n'a point de terme connu , a au moins une 

racine égale à zéro. i74 

VI. Conditions qu'il faut observer dans une équation , pour y 
trouver les propriétés précédentes. 174 

VII. Méthode pour avoir les racines commensurables d'une 
équation. 17^ 

VIII. Dans une équation dont tous les coefficiens sont entiers , 
l'inconnue ne sauroit être une fraction. 17^ 

IX. Transformation par laquelle on fait évanouir les fractions 
d'une équation quelconque. ^7^ 

X. Par cette transformation la méthode précédente s'applique 
•aux équations fractionnaires, i79 

Bb4 



JSgi TABLE.' 

3CI. Inconvénient de la méthode prëcëdente. 179 

XII. Réflexions qui ont servi à perfectionner cette méthode. 180 

XIII. Principe fondamental pour trouver les rùcioes commen- 
surables. 181 

XIV. Application de la méthode précédente à un exemple. 183 

XVI. Manière d'avoir tous les diviseurs d'un nombre. 187 

XVII. Autre exemple de la méthode de trouver les racines com- 
mensurables. 188 

XVIII. Troisième appplication de la méthode de trouver les 
racines commensurables. Jfiï 

XIX. Méthode pour trouver des équations du second degré éom- 
mensurables dans une équation donnée. iQÎ 

XX. Application delà méthode précédente. 196 

XXI. Autre application de la méthode précédente. 201 

XXII. Méthode pour trouver les diviseurs du premier degré, 
lorsque Vx doit avoir un coefficient. 2o4 

XXTII. Application de cette méthode h un exemple. ao6 

XXIV. Méthode pour trouver les diviseurs dn second degré , 
lorsque Vx doit avoir un coefficient. 208 

XXV . Application de cette méthode à im exemple. 209 
X^XVI. Toute quantité donnée qui ne jnonte pas au sixième 

degré et qui a des diviseurs , en doit avoir d'un degré moins 
élevé que le troisième, an 

XXVII. Si la quantité monte au sixième degré ou au-delà, elle 
pourroit n'avoir de diviseurs que du troisième ou du qua- 
trième, 2,, 

XXI X. Méthode pour trouver tous les diviseurs à deux lettres 
dans une qiiantité qui en a trois. ai3 

XXX. Exemple. ^iX 
XXIX. Autre exemple. ^,5 

XXXII. Méthode pour trouver les diviseurs de trois lettres et 
du. premier degré. 216 

XXXIII. Application de la méthode précédente à un exemple. 218 

XXXIV. Autre exemple. 2iq 
J^XXV. Troisième exemple où Ton trouve les diviseurs à deux 

lettres en même-tems que ceux à trois. 220 

XXXVI. Méthode pour trouver les diviseurs du second degré 

"^ çtà trois lef très, ^2^ 



TABLE, 595 

XXXVII. Application de cette méthode à un exemple. mS 

XXXVIII. Autre exemple. aa8 
Application de la méthode donnée , article XIV , pour trou- 
ver tous les diviseurs d*un nombre , aux quantités litté- 
rales. 22g 

XL. Ce qu'il faut faire pour trouver les diviseurs des quantités 

qui ne sont pas homogènes. ' 254 

jCLI. Cas où le diviseur se trouve plus facilement que par les 

méthodes précédentes. 235 

QUATRIÈME PARTIE. 

Résolution des équations de degrés quelconques y lors-^ 
qu'elles n'ont que deux termes , ou lorsqu'en ayant trois , 
' elles peuvent se réduire à celles qui n'en ont que deux 9 
par la méthode des équations du second degré , avec 
différentes opérations nécessaires pour ces équations , 
comme l'extraction des racines , la réduction des quarts 
iités radicales , etc, 

- 1. Des équations du troisième degré h deux termes. 2^7 

On met 3 su» le caractère \/, pour exprimer la racinp 

cube. ' 9 237 

II. Les radicaux cubes ne peuvent avoir qu'un signe à la 

fois. 237 

IV. Comment on multiplie les radicaux cubes. 246 

V. Racines de l'équation du troisième degré à deiix termes. 240 
VL Des équations à deux termes d'un degré quelconque. 240 

Ces équations ne sauroient jamais avoir plus de deux raci- 
nes réelles. 241 

VII. Reflexions sur l'élévation des puissances. . 24a 

VIII. Application des réflexions précédentes à l'extraction des 
racines. 244 

IX. De l'extraction des racineis , lorsqu'on a des puissances in- 
complètes. 245 

XI. Eu quoi consiste le cube d'un binôme. -247 

XII. Méthode qu'il faut suiVre pour prendre la racine cube def 
quantités complexes. 247 



^ TABLE. 

XIII. Premier exemple. ^ 

XIV. Second exemple. s% 
XV* Additions et tonatractîons dcégnantitds radicales de tonte 

espèce. a5i 

XVI. Multiplication et division des quantités radicales qtioat 
les mêmes exposans. aSi 

Exemples. sSi 

XVII. Pour faire ces opérations sur les quantités radicales dl 
différens exposans , il faut les réduire au même expo- 
sant* ^ 

Méthode pour cette réduction. ^ 

XVIII. Autre manière de faire les opérations précédentes. aSj 

XIX. Ce que c'est qu'une puissance fractionnaire • s6o 
Ce que c'est qu'une puissance négative. 96s 
Ce que c'est que la puissance o. 201 

XX. Des équations à trois termes qui se rcsoWeat par la né- 
thode du second de^é. ^ 

XXI. Exemple de la méthode précédemte* ^ 

XXII. Autre exemple. afô 

XXIII. Troisième exemple. 5^5 

XXIV. Quatrième exemple. ^ 

XXV. Méthode pour trouver les racines qnarrées des quantités 
en partie commensi|rabIes et en partie radicales. 267 

XXV II. Application de la méthode prcoèdente à un exein- 
ple. 37^ 

XXVIII. Autre exemple. a?» 

XXX. Troisième exemple. ip 

XXXI. Méihock pour trouver la racine cube des quantités e& 
partie commensuraBles , et en partie incommaisora- 
blés. 375 ' 

XXXII. Application de la méthode précédente à un exem- 
ple. 378 

XXXIII. Autre exemple. 3/9 

XXXV. Méthode pour trouver les racines des quantités nomé* 
riques en partie commensurables , etc. 38* 

XXXVI. Application de la méthode précédente hxm exem- 
ple. a85 

XXXVII. Autre exemple. ^ ^ 



^ TABLE. 395 

XXXVIII. Simplification de la métlioae précédente. 087 

XXXIX!. Application de la nouyelle méthode. 087 

XL. Cette nouvelle méthode pourrait être fautive dans les cas 
où ^ et^ sont de signes différens a88 

Ce qu'il faut faire en ce cas. aSg 

XLI. Cas où b méthode précédente pourroit induire en er.« 
reur. oçflt 

Moyen de s'en garantir. 399 

XLIII. Ce qu'il faut faire quand la racine cuhe doit être la 
somme de deux radicaux. 395 

XLIV. Comment ou prend la nirfne quatrième des quantités 
de même espèce que les précédentes. 295 

XLV. Ce qu'il faut faire toutes les fois que l'exposant de la 
racine est pair. 396 

XLVI. Pour les racines cinquièmes. 396 

XLVII. Pouir les racines de tous les degrés. 397 

XLVIII. De la manière d'élever un binôme h une puissance 
quelconque. a^ 

Formule génmle pour l'élévation de ;? -4- 9 à b puissance 
m. ' 3o4 

L. Démonstration du théorème de ^article XLVII. 3o5 

LI. Application de la formule précédente 6 un exemple. 3o6 
LU. Comment on applique la formule précédente aux quanti^ 
tés de plus de deux termes. 5o7 

LIII. Exemple. 3o8 

^^V. L'on fait voir que la formule précédente a lieu encore » 
lorsque l'exposant est fractionnaire. Zfo 

LV. La même formule va encore aux puissances négatives. 3i3 
LVI. Exemple d'une racine quarrée prise par la formule de 
l'élévation des puissances. ' Zi^ 

LVII. Lorsque les quantités n'opt point de racines exactes , on 
en trouve d'approchées par la méthode précédente. 3i6 
Exemple. 3,5 

Ce que c'est qu'une série ou suite infinie. Siy 

LVIII. Toutes sortes de quantités peuvent cire réduites en 
séries par la formule précédente. 3i8 



5/ TABLE. 

C I N Q U 1 £ 31 E PARTIE- 

B.éiolation des équations du troisième et du qtL^ïjitxs 
degré. 

I. Fffiiation 6n troisiètni^ à«:^6 b plus composée. Si: 

ï\, 'Vr^ixtiormzwm y^r Iriquelle on fait ctanonir m tsrie 

qa#rlroD'juc <le cette cqtution. 3&i 

III. Tr:in'; for inn tien précédente appliquée à une éqnatkia âi 
<|iutriciDe deî;ré. 3iî 

Ce n'e*t ordinairement que le second terme qa'on fait tr»- 
nonir. 3x| 

IV. Kvunouifr^ment du second terme dans ane cqoatioB da 
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XV II. Autre exemple contenant une équation du sixit-nie degré 
<\\ù se réduit au troisième, ^ 338 

Tv<ju:nions plus élevées qui s'y réduiroient aussi. 33q 
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